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1 Apresentacao e objetivos de aprendizagem

Quando retas paralelas cortam duas ou mais transversais, os segmentos correspondentes
aparecem na mesma propor¢ao. Essa ideia, conhecida como Teorema de Tales, conecta
paralelismo, semelhanca e escala e permite calcular medidas que nao podem ser obtidas
diretamente.

Ao concluir este curso, espera-se que o estudante seja capaz de:

« reconhecer feixes de paralelas, transversais e segmentos correspondentes;
e enunciar e demonstrar o Teorema de Tales;

o aplicar a forma triangular e a forma geral do teorema;

« utilizar a reciproca para provar paralelismo;

o dividir segmentos em partes proporcionais;

» resolver equagoes com razoes de segmentos;

 interpretar escalas, plantas, mapas e ampliacoes;

o realizar medigoes indiretas por sombras, visada e alinhamento;

o elaborar problemas e validar a coeréncia dos resultados.

Este curso desenvolve a habilidade EFO9MA14: resolver e elaborar problemas de

aplicacao do Teorema de Pitagoras ou das relagoes de proporcionalidade envolvendo
retas paralelas cortadas por secantes.

2 Razao, proporcgao e correspondéncia

Definicao 2.1: Razao

Para a,b > 0, a razao de a para b é a/b. Ao comparar comprimentos, suas medidas devem
estar na mesma unidade.

Definicao 2.2: Proporgao
E uma igualdade entre razoes:

a &
— =2 bd#£0.
b d? ) # 0

Sua propriedade fundamental é ad = bc.




Definicao 2.3: Segmentos correspondentes

Sao segmentos determinados pelo mesmo par de retas paralelas, cada um sobre uma
transversal diferente. A ordem das paralelas determina a correspondéncia.

Mesmo sentido nas razoes

Se uma razao é “primeiro segmento dividido pelo segundo”, a outra deve manter o
mesmo sentido. Misturar a/b com d/c inverte apenas uma das razoes e produz uma
equacao incorreta.

3 Feixe de paralelas e transversais

Definicao 3.1: Feixe de retas paralelas

E um conjunto de duas ou mais retas distintas e paralelas entre si.

Definicao 3.2: Reta transversal

E uma reta que intersecta duas ou mais retas de um conjunto em pontos distintos. Também
é chamada secante ao feixe.

t U
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Os pares AB e A'B’ correspondem; o mesmo vale para BC e B'C".

4 Teorema de Tales: forma geral

Teorema 4.1: Teorema de Tales

Um feixe de retas paralelas determina, sobre duas transversais, segmentos correspondentes
proporcionais. Na figura anterior,

AB_ A5
BC BC(C'(
Também valem, quando definidos,
AB AP AC  AC

AC a0 ¢ BC T BCT




Demonstracao a partir da semelhanca

Suponha inicialmente que as transversais se encontrem em O. Para cada paralela, os
triangulos com vértice O sao semelhantes por AA. Existe, entdo, um mesmo fator k& que
transforma as distancias medidas em uma transversal nas distancias correspondentes da
outra. Subtraindo distancias até paralelas consecutivas, obtemos

A'B =kAB, B'C' =kBC.

Logo, A'B"/B'C" = AB/BC'. Se as transversais forem paralelas, introduz-se uma terceira
transversal auxiliar; aplicando o caso anterior duas vezes, a mesma proporcionalidade é
obtida.

O paralelismo é a hipdtese que mantém constante o fator entre as transversais. Sem ele,
os segmentos podem assumir razoes arbitrarias.

Exemplo

Trés paralelas determinam segmentos 4 e 6 em uma transversal e z e 9 na outra. Entao

5 Forma triangular do Teorema de Tales

No tridngulo ABC, considere D € AB e E € AC, com DE || BC.

A

D

DE || BC

B C

Teorema 5.1: Tales no tridngulo

Nas condig¢oes anteriores,

AD AE _DE
AB — AC _ BC

AD _AE
DB EC/|




Demonstracao

Como DE || BC, os dngulos correspondentes sao congruentes e o angulo A é comum.
Logo, AADE ~ AABC por AA, o que fornece a primeira cadeia de razoes.
Para a segunda, escreva AB = AD + DB e AC = AE + EC. Da igualdade AD/AB =
AE/AC,
AD AE

AD+ DB AE+EC
Multiplicando em cruz e cancelando AD - AE, resulta AD - EC = AFE - DB, equivalente
a AD/DB = AE/EC.

Exemplo
Se AD =6, DB=4e AE =9, entao

6 9
- =— — EC =6.
1 EC’:> C=6

6 Reciproca e prova de paralelismo

Teorema 6.1: Reciproca do Teorema de Tales
No triangulo ABC', se D € AB, E € AC e
AD _ AE
DB  EC’
entdo DE || BC.

Demonstracao
Por D, trace a paralela a BC, que encontra AC' em E’. Pelo Teorema de Tales,

AD AF
DB E'C

Por hipétese, essa razao também é AE/EC. Em um segmento fixo AC, existe um tinico
ponto interior que realiza uma razao positiva dada. Portanto, ' = F, e a reta DE é
paralela a BC.

Atencao

Uma igualdade de apenas um par de comprimentos, como AD = AFE, nao prova
paralelismo. A reciproca exige a proporcionalidade das divisdes nos dois lados.




7 Divisao proporcional de segmentos

Teorema 7.1: Divisao em uma razao dada

Se um segmento de comprimento L é dividido em partes x e y na razao p : ¢, entao

——L

T = —L.
P+q

y:
P+q

Y

Demonstragao

Da razao x/y = p/q, existe k > 0 tal que z = pk e y = ¢k. Como x + y = L, temos
(p+q)k = L;logo, k=L/(p+q).

Exemplo
Dividir 30 na razao 2 : 3 produz

2 30 =12
5 — )

-30 = 18.

Construcao com paralelas

Para dividir um segmento AB em cinco partes iguais, trace uma semirreta com origem
em A, marque nela cinco segmentos congruentes, una o quinto ponto a B e trace
paralelas por cada ponto intermediario. Pelo Teorema de Tales, as interseg¢oes dividem
AB em cinco partes iguais.

8 Equacoes e estratégia de resolucao

Roteiro seguro

1. Confirme e registre quais retas sao paralelas.

2. Marque as duas transversais e a ordem das intersegoes.

3. Associe segmentos determinados pelo mesmo par de paralelas.
4. Monte razoes no mesmo sentido.

5. Resolva a proporcao e descarte comprimentos nao positivos.

6. Verifique a soma das partes e a plausibilidade do fator.

Incégnita em segmentos parciais

Se

r+1 z+3
6 9’
entdo 9(x+1) = 6(z+3), de onde 3z = 9 e x = 3. A verifica¢do fornece 4/6 = 6/9 = 2/3.




Razao entre parte e total
Se DE || BC, AD =6, AB =15 e AC = 20, entao
AE 6 2

20 15 5
portanto AE = 8.

9 Escalas, mapas e modelos

Definicao 9.1: Escala numérica

Na escala 1 : n, uma unidade no desenho representa n unidades reais, depois de ambas
serem expressas na mesma unidade.

Exemplo

Em uma planta na escala 1 : 500, 6,4 cm representam

6,4 - 500 = 3200 cm = 32 m.

Teorema 9.1: Composicao de escalas

Se uma transformacao tem fator k; e a seguinte tem fator ko, o fator total é kiks.

Conversao de unidades

Uma escala é uma razao sem unidade. Nao compare centimetros no mapa com metros
reais antes de converter uma das medidas.

10 Medicoes indiretas

10.1 Sombras

Raios solares aproximadamente paralelos produzem tridngulos semelhantes. Se um objeto de
altura h projeta sombra s e outro de altura H projeta sombra .S, entao

Uma haste de 1,5 m projeta sombra de 2 m; uma arvore projeta sombra de 12 m. Assim,
H/12=15/2¢ H=9 m.




10.2 Visada, espelhos e alinhamentos

Linhas de visao e reflexos podem criar triangulos semelhantes. Para aplicar a proporcionalidade,
é necessario justificar os angulos iguais: perpendicularidade com o chao, raios paralelos ou
igualdade entre angulos de incidéncia e reflexao.

10.3 Topografia elementar

Margens, ruas e obstaculos podem impedir a medigao direta. Constréi-se um tridngulo auxiliar

acessivel e uma linha paralela a direcao inacessivel; o Teorema de Tales transporta a razao
para a medida procurada.

11 Extensao: Teorema da Bissetriz Interna

Teorema 11.1: Teorema da bissetriz interna
No triangulo ABC, se AD é bissetriz de ZA e D € BC, entao

BD AB
DC  AC’

Demonstracao

Por C, trace uma paralela a AD que encontre o prolongamento de AB em E. As
relagoes de dngulos mostram que AACE é isosceles, com AE = AC. O Teorema de
Tales aplicado as transversais BC' e BE, cortadas pelas paralelas AD e CE, fornece
BD/DC = AB/AE. Substituindo AE = AC, obtém-se o resultado.

Esta secao é uma extensao: mostra como paralelismo e proporcionalidade também
fundamentam outros teoremas importantes.

12 Tecnologia e investigacao

Geometria dinamica

Construa AABC, marque D € AB e trace por D a paralela a BC, encontrando AC
em E. Exiba AD/DB, AE/EC, AD/AB e AE/AC. Arraste A, B,C, D e observe as
igualdades. Depois, retire a condicao de paralelismo e verifique que elas deixam de ser
invariantes.

A invaridncia numérica apoia a conjectura, mas a demonstracao por semelhanca explica
por que o resultado vale para todas as configuragoes permitidas.




13 Erros frequentes e controle de coeréncia

Erros que devem ser evitados

aplicar Tales sem retas paralelas;

e comparar segmentos que nao sao correspondentes;
e inverter somente uma das razoes;

« confundir parte/parte com parte/total;

o esquecer que AB=AD + DB e AC = AE + EC,
e ignorar unidades em problemas de escala;

» aceitar valores negativos para comprimentos;

« confiar na aparéncia de um desenho fora de escala.

Conjectura 13.1: Afirmacao para testar

“Duas transversais quaisquer sempre determinam segmentos proporcionais.”

Falsa. A proporcionalidade constante decorre de um feixe de paralelas. Sem essa hipotese,
mover uma das retas altera apenas alguns segmentos e destréi as razoes.

14 Exercicios de consolidacao

14.1 Bloco A — Conceitos

1. Defina razao e proporcao.

\)

. Defina feixe de paralelas e reta transversal.

@

O que sao segmentos correspondentes?

=~

. Enuncie o Teorema de Tales na forma geral.

ot

Enuncie a forma triangular do teorema.

&

Justifique por que AADE ~ AABC quando DFE || BC.

=

Enuncie a reciproca do Teorema de Tales.

oo

Explique a diferenga entre razao parte/parte e parte/total.

w

Como dividir um segmento L na razao p : q7
10. Defina escala 1 : n.
11. Por que as unidades devem ser iguais em uma escala?

12. Explique por que o paralelismo é indispenséavel.



14.2 Bloco B — Calculo direto

—_

—_ =
=

12.

© 0 N o g W N

Resolva 3/5 = z/20.

Se AD =4, DB =6e¢ AE = 8, determine EC.

Se DE || BC', AD =6, AB =15 e AC = 20, determine AFE.

Se AE =7, EC =3 e AD = 14, determine DB.

Se DE =8, BC' =20e AD = 6, determine AB.

Se AD =5, DB ="7e EC = 14, determine AF.

Paralelas determinam segmentos 2,3 em uma transversal e 4, x na outra. Determine .
Segmentos correspondentes medem 5,8 e x,12,8. Determine z.

Divida 30 na razao 2 : 3.

Em escala 1 : 500, determine a medida real de 6,4 cm em metros.

. Uma haste de 1,5 m tem sombra de 2 m. Determine a altura de uma arvore com sombra

de 12 m.
Resolva (z +1)/6 = (z + 3)/9.

14.3 Bloco C — Algebra e aplicacoes

SAE

10.
11.
12.

Se AD=3r—1, DB=x+1, AE =10 e EC =5, determine .
Se AD =6, AB=x, AE =9 e AC = 15, determine .

Se DE=x+2, BC' =20, AD =6 e AB = 15, determine =.
Resolva x/(z + 2) = 6/9.

Em um mapa na escala 1 : 25000, uma distancia mede 7,2 cm. Determine a distancia real
em quilémetros.

Uma maquete em escala 1 : 50 apresenta altura de 24 cm. Determine a altura real em
metros.

Uma avenida possui trés ruas paralelas. Em um lado, os quarteirées medem 80 e 120 m;
no outro, o primeiro mede 100 m. Determine o segundo.

Uma pessoa de 1,8 m projeta sombra de 1,2 m. Um prédio projeta sombra de 18 m.
Determine sua altura.

Os olhos de uma pessoa estao a 1,6 m; ela estd a 2 m de um espelho, e uma torre esta a
25 m dele. Determine a altura da torre.

Em AABC, DE | BC, AD =8, DB =4 e DE = 10. Determine BC.
Divida 84 na razao 3 : 4.

Trés intervalos correspondentes medem 2, 3, 5 numa transversal e 4, 6, x na outra. Determine
x e verifique a constancia.



14.4 Bloco D — Analise e demonstracao

1. Demonstre a forma triangular de Tales por AA.

2. Deduza AD/DB = AE/EC a partir de AD/AB = AE/AC.

3. Demonstre a reciproca do Teorema de Tales.

4. Demonstre a formula de divisdo de L na razao p : q.

5. Explique a demonstracao do caso geral usando transversais concorrentes.

6. Prove que paralelas igualmente espacadas determinam segmentos iguais em qualquer
transversal.

7. Demonstre o Teorema da Bissetriz Interna com uma paralela auxiliar.

8. Construa um contraexemplo verbal para o uso de Tales sem paralelismo.

15 Questoes de aprofundamento

1. Em AABC, DE | BC, AD : DB =2 : 3, AB = 25, AC = 35 e BC = 20. Determine
AD,DB, AE,EC, DE.

2. Quatro paralelas determinam trés segmentos na razao 2 : 3 : 5. Se o total na outra
transversal ¢ 40, determine os trés segmentos.

3. Uma bissetriz interna divide o lado oposto em 12 e 18. Se o menor lado adjacente mede
10, determine o maior.

4. Em AABC, DE || BC ¢ AD/AB = 3/5. Determine as razoes entre perimetros e entre
areas de ADFE e ABC.

5. Resolva (2z — 1)/(z + 2) = 5/4 e verifique se as medidas resultantes sdo positivas.

6. Explique por que segmentos iguais em uma transversal ndo garantem segmentos iguais na
outra se as retas de corte nao forem paralelas.

16 Avaliacao-sintese

1. Enuncie o Teorema de Tales.

2. Identifique a hipdétese geométrica indispensavel.

3. Resolva 4/7 = x/21.

4. Se AD =6, DB =9, AFE = 8, determine EC.

5. Se DE || BC, AD =5, AB =8 e BC = 24, determine DE.
6. Explique como a semelhanca demonstra a forma triangular.

7. Divida 96 na razdo 5 : 3.

10



10.
11.

12.

Em escala 1 : 2000, quanto representam 3,5 cm em metros?

Uma haste de 2 m projeta sombra de 1,6 m. Determine a altura de um poste cuja sombra
mede 10 m.

Enuncie e explique a reciproca.

Analise o erro em AD/DB = EC/AE quando os segmentos sao correspondentes na mesma
ordem.

Elabore e resolva um problema simples envolvendo paralelas e transversais.

17 Gabarito comentado

17.1 Bloco A

1.

10.
11.
12.

Razao é um quociente; proporcao é igualdade entre duas razoes.

Feixe: retas paralelas; transversal: reta que as intersecta.

Sao determinados pelo mesmo par de paralelas em transversais diferentes.

Paralelas cortadas por transversais determinam segmentos correspondentes proporcionais.
Se DE || BC, entao AD/AB = AE/AC = DE/BC e AD/DB = AE/EC.

Angulo A comum e dngulos correspondentes congruentes: AA.

Divisoes proporcionais de dois lados implicam paralelismo do segmento interno ao terceiro

lado.

Parte/parte compara divisoes internas; parte/total compara uma divisdo ao lado inteiro.
pL/(p+4q) e ql/(p+q).

Uma unidade no desenho representa n unidades reais.

Para que a razao seja adimensional e a conversao correta.

E o paralelismo que mantém o fator de proporcionalidade constante.

17.2 Bloco B

1.

- W

x = 12.

4/6 =8/EC, logo EC = 12.

AE/20 = 6/15, logo AE = 8.
14/DB = 7/3, logo DB = 6.
8/20 = 6/AB, logo AB = 15.
5/7= AE/14, logo AE = 10.

11



10.
11.
12.

2/3 =4/x, logo = = 6.

5/8 = x/12,8, logo = = 8.

12 e 18.

6,4 - 500 = 3200 cm = 32 m.
H/12=1,5/2, logo H =9 m.

9z 4+ 9 = 6x + 18, logo x = 3.

17.3 Bloco C

1.

10.
11.

12

(Bx—1)/(z+1) =10/5 =2, logo = = 3.

. 6/x =9/15, logo x = 10.

(x +2)/20 = 6/15, logo « = 6.

9z = 6z + 12, logo z = 4.

7,2-25000 = 180000 cm = 1,8 km.

24-50 =1200 cm = 12 m.

80/120 = 100/z, logo = = 150 m.

H/18 =1,8/1,2, logo H = 27 m.

H/25=1,6/2, logo H = 20 m.

AB =12¢ DE/BC = AD/AB = 8/12; logo BC = 15.
36 e 48.

O fator é 2: x = 10; as razdes 4/2, 6/3 e 10/5 valem 2.

17.4 Bloco D

1.

DE' || BC produz dois pares de angulos congruentes; logo, ADFE ~ ABC' e os lados sao
proporcionais.

Substituir AB = AD + DB e AC = AFE + EC, multiplicar em cruz e cancelar AD - AE.
Trace por D a paralela a BC' e use a unicidade do ponto que divide AC' na razao dada.
Escreva x = pk, y =gk euse x +y = L.

Triangulos de vértice comum e bases paralelas sao semelhantes; o mesmo fator multiplica
distancias e suas diferencas.

Intervalos iguais em uma transversal tém razao 1; por Tales, os correspondentes também
tém razao 1.

A paralela auxiliar cria um tridngulo isésceles e Tales fornece BD/DC = AB/AC.

12



8.

Basta mover uma reta nao paralela: um intervalo muda sem obrigar o correspondente a
mudar na mesma proporcao.

17.5 Questoes de aprofundamento

AD =10, DB = 15; fator AD/AB = 2/5, entao AE =14, EC =21 e DE = 8.

. A soma das partes é 10; fator 4. Segmentos 8,12, 20.

12/18 = 10/x, logo = = 15.

. Razao de perfmetros 3/5; razao de areas (3/5)* = 9/25.

4(2x — 1) = 5(x + 2), entdo 8x —4 = bz + 10 e x = 14/3. As expressoes sao positivas.

Sem paralelismo, ndo ha fator Unico entre as transversais; a igualdade em uma delas nao é
transportada para a outra.

17.6 Avaliagao-sintese

10.

11.
12.

. Paralelas cortadas por transversais determinam segmentos correspondentes proporcionais.

As retas do feixe devem ser paralelas.

z=12.

. 6/9=8/EC, logo EC = 12.

DE /24 =5/8, logo DE = 15.

A paralela produz angulos correspondentes congruentes; AA implica proporcionalidade dos
lados.

60 e 36.
3,5 2000 = 7000 cm = 70 m.
H/10 = 2/1,6, logo H = 12,5 m.

Se dois lados sao divididos na mesma razao, o segmento que une os pontos é paralelo ao
terceiro lado.

EC/AFE inverte apenas a segunda razao; o correto é AD/DB = AE/EC.

Resposta pessoal, com paralelismo explicito, razées correspondentes, solugao positiva e
unidade.
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18 Resumo final

Sintese

o Feixes de paralelas determinam segmentos proporcionais nas transversais.
« No tridngulo, DE || BC implica ADE ~ ABC.

« AD/AB=AE/AC =DE/BC e AD/DB = AE/EC.

o A reciproca transforma proporcionalidade em prova de paralelismo.

o Dividir L em p : ¢ produz pL/(p+q) e ¢L/(p + q).

o Escalas exigem unidades iguais e razoes no mesmo sentido.

o Sombras, mapas e medigoes indiretas sao aplicacoes da mesma estrutura.

« Toda solugao deve confirmar paralelismo, correspondéncia e positividade.

Paralelismo preserva razoes e torna distancias inacessiveis calculaveis.
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