Teorema de Pitagoras
Curso completo de Matematica — 9° ano do Ensino Fundamental

Alinhado as habilidades EFO9MA13 e EFO9MA14 da BNCC
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1 Apresentacao e objetivos de aprendizagem

O Teorema de Pitagoras relaciona comprimentos em tridngulos retangulos e transforma
problemas geométricos em equagoes. Sua importancia nao esta apenas na formula: o teorema
pode ser demonstrado de varias maneiras, possui uma reciproca e fundamenta a distancia no
plano cartesiano.

Ao concluir este curso, espera-se que o estudante seja capaz de:

reconhecer catetos e hipotenusa pela posicao do angulo reto;
enunciar, interpretar e demonstrar o Teorema de Pitagoras;
utilizar a reciproca para reconhecer triangulos retangulos;
classificar triangulos comparando quadrados dos lados;

calcular medidas exatas e aproximagoes coerentes;

reconhecer e gerar ternas pitagoricas;

deduzir diagonais e alturas de figuras planas;

calcular distdncias no plano cartesiano e em sélidos retangulares;

resolver e elaborar problemas geométricos e cotidianos.

Correspondéncia com a BNCC

A habilidade EF09MA13 inclui a demonstragao do Teorema de Pitagoras por semel-
hanca. A EFO9MA 14 exige resolver e elaborar problemas de aplicagao das relagoes
de proporcionalidade envolvendo retas paralelas e triangulos semelhantes; neste curso,
essas ideias aparecem como fundamento e ferramenta em aplicagoes geométricas.

2 Triangulo retangulo e linguagem

Definicao 2.1: Tridngulo retangulo

E o tridngulo que possui um angulo de 90°. Os lados que formam o angulo reto séo os

catetos; o lado oposto é a hipotenusa.

Adotaremos a para a hipotenusa e b, ¢ para os catetos.

C

90°




Teorema 2.1: A hipotenusa é o maior lado

Em um triangulo retangulo, a hipotenusa é maior que cada cateto.

Identificacao antes da féormula

A hipotenusa néo é o lado “inclinado” nem o lado desenhado na horizontal. E sempre o
lado oposto ao angulo reto. O desenho pode ser girado sem alterar os papéis dos lados.

3 Enunciado e interpretacao geométrica

Teorema 3.1: Teorema de Pitagoras

Em todo triangulo retangulo, o quadrado da hipotenusa ¢ igual a soma dos quadrados dos
catetos:

a’> = b + &2

a?, b e ¢ sdo as areas dos quadrados construidos sobre os lados. Assim, a drea do

quadrado sobre a hipotenusa é a soma das areas dos quadrados sobre os catetos.

b2

Exemplo

Se os catetos medem 6 e 8, entao
a® = 6% + 8 = 36 + 64 = 100.

Como a > 0, a = /100 = 10.




4 Demonstracao por semelhanca

No tridngulo ABC, reto em A, trace a altura AD relativa a hipotenusa. Escreva BC = a,
AC =b, AB=c¢, BD=me DC =n.

Teorema 4.1: Relagcoes das projecoes

c® =am, b’ = an, a=m+n.

Demonstracao

Os triangulos ABC, DBA e DAC sao semelhantes por AA. De AABC ~ ADBA,
obtemos a/c = ¢/m, logo ¢ = am. De AABC ~ ADAC, obtemos a/b = b/n, logo
b?> = an. Por fim, BC = BD + DC, isto é, a = m + n.

Teorema 4.2: Pitagoras por semelhanca

As relacoes anteriores implicam a? = b% + 2.

Demonstracao

Somando as relagoes dos catetos,

V+c=an+am=aln+m)=a-a=ad.

5 Demonstracao por rearranjo de areas

Considere quatro cépias de um triangulo retangulo de catetos b, ¢ e hipotenusa a. Organize-as
dentro de um quadrado de lado b + ¢; sobra, no centro, um quadrado de lado a.

b-+c

b+c

Demonstracao

A 4rea do quadrado maior é (b + ¢)®. Ela também é a soma das dreas dos quatro
tridangulos e do quadrado central:

(b+c)P=4 (%) + a®.




Desenvolvendo,
b% + 2bc + ¢ = 2bc + a®.

Cancelando 2bc nos dois lados, obtemos a? = b? + 2.

Uma figura sugere o resultado, mas a demonstragao exige justificar as areas e a igualdade
algébrica. O desenho e o cédlculo trabalham juntos.

6 Reciproca do Teorema de Pitagoras

Teorema 6.1: Reciproca

Se, em um tridngulo de maior lado a, vale
a? =0+ 2,

entao o tridngulo é retangulo, e o dngulo oposto a a mede 90°.

Demonstracao

Construa um triangulo retdngulo com catetos b e ¢. Por Pitdgoras, sua hipotenusa mede
V0% + 2 = a. O tridngulo construido e o tridngulo dado possuem os mesmos trés lados;
sao congruentes por LLL. Logo, o angulo oposto a a no triangulo dado também é reto.

Exemplo

Para os lados 8, 15 e 17,
82 + 152 = 64 + 225 = 289 = 172

Portanto, o triangulo é retangulo.

Atencao

Na verificacdo da reciproca, o lado isolado deve ser o maior. Testar 8 = 152 + 172 nao
corresponde ao angulo possivelmente reto.

7 Classificacao por comparacao de quadrados

Teorema 7.1: Critério para classificar tridngulos

Se a é o maior lado de um triangulo, entao:

a’ =b?+ > = tridngulo retangulo,
a’? < b?+ > = tridngulo acutangulo,
a’? > b? + > = tridngulo obtusangulo.




Justificativa geométrica

Fixe os lados b e ¢ e varie o angulo entre eles. Quando o angulo é reto, o lado oposto
mede v/b? + 2. Ao fechar o dngulo, ele se torna agudo e o lado oposto diminui; ao abrir
o angulo, ele se torna obtuso e o lado aumenta. Como a é o maior lado, seu angulo
oposto é o maior, e a comparacao determina a classificagao.

Para (4,5,6), 6% = 36 < 4% + 5% = 41: acutangulo. Para (3,4,6), 6 = 36 > 32442 = 25:
obtusangulo.

8 Ternas pitagoricas

Definicao 8.1: Terna pitagorica

E uma terna de inteiros positivos (b, ¢,a) que satisfaz b + 2 = a?

Exemplos importantes sao
(3,4,5), (5,12,13), (8,15,17), (7,24,25).

Todo multiplo comum de uma terna também ¢é pitagoérico, como (6, 8, 10).

Teorema 8.1: Formula de Euclides

Se p > ¢ sao inteiros positivos, entao
b=p’'—¢*, c=2pq, a=p'+¢

formam uma terna pitagoérica.

Demonstragao

(P — )%+ (2pg)? = p* — 20’ + ¢* + 9’ = (V* + ¢*)*.

Exemplo

Comp=3eq=2 obtemosb=5c=12ea=13.

9 C(Calculo de lados e uso de radicais

Se os catetos sao conhecidos,

a=Vb%+ 2.

Se a hipotenusa e um cateto sao conhecidos,



Resultado exato

Com catetos 5 e 7,

a=+vV25+14 = /74.

V74 é o valor exato; 8,60 é uma aproximacao com duas casas decimais.

Simplificagao

Com catetos 6 e 12,

a = /36 + 144 = v/180 = 6v/5.

Erro algébrico comum

Em geral, /T +y # /T + /7. Por exemplo, v/9+ 16 = 5, mas v/9 + /16 = 7.

10 Consequéncias em figuras planas

Teorema 10.1: Diagonal do quadrado

Em um quadrado de lado ¢, a diagonal mede

Demonstracao

ISH
I

~
&

A diagonal forma um tridngulo retangulo de catetos ¢ e £. Assim, d* = 2/ e, como

d>0,d=0/3.

Teorema 10.2: Diagonal do retangulo

Em um retangulo de lados z e y,

PN ]

Teorema 10.3: Altura do tridngulo equilatero

Em um tridangulo equilatero de lado ¢,

3
) 4

Demonstragao

A altura divide a base ao meio e forma um triangulo retangulo de hipotenusa ¢ e cateto
¢/2. Logo,

h

2 302
2262——:—.
h 4 4

Tomando a raiz positiva e usando A = ¢h/2, seguem as férmulas.




11 Distancia no plano cartesiano

Teorema 11.1: Distancia entre dois pontos

Se P = (z1,y1) e @ = (z2,12), entdo

PQ = /(w2 = 21 + (12 — w)*

Demonstracao

Os deslocamentos horizontal e vertical tém comprimentos |z — 1| € |y2 — y1| e formam
os catetos de um tridngulo retangulo cuja hipotenusa é P(Q). Ao elevar ao quadrado, os
valores absolutos desaparecem.

Entre P = (1,2) e Q = (7, 10),
PQ = +v6%+ 8 = 10.

12 Aplicacoes cotidianas e espaciais

12.1 Escadas, rampas e cabos
Uma escada apoiada em parede vertical forma um tridngulo retangulo com o chao. Uma

rampa deve ser analisada por seu avanco horizontal e sua elevagao; um cabo esticado pode ser
a hipotenusa.

Uma escada de 13 m alcanca 12 m de altura. Se x é a distancia da base a parede,

22 +122=13% = 22=25=— 2z =5 m.




12.2 Diagonal de um paralelepipedo

Teorema 12.1: Diagonal espacial

Em um paralelepipedo retangulo de dimensoes x, ¥, z, a diagonal espacial mede

D = \/x2 4+ y? + 22.

Demonstracao

Primeiro, a diagonal da base satisfaz d? = 22 + y%. Depois, d, z e D formam outro
tridngulo retangulo: D? = d? + 22 = 2 +¢% + 22

Exemplo

Para dimensoes 3,4 e 12, D = /9 + 16 + 144 = 13.

13 Tecnologia, algoritmo e elaboracao de problemas

Verificagao em planilha

Crie colunas para b, ¢, a, b®> + %, a? e diferenca a® — (b* + ¢?). Uma diferenca nula
indica triangulo retangulo; negativa, acutangulo; positiva, obtusangulo, desde que a seja
o maior lado.

Algoritmo de resolucao

1. Confirme que ha um triangulo retangulo ou use a reciproca.

2. Identifique o maior lado como hipotenusa.

3. Escreva a? = b? + ¢? antes de substituir nimeros.

4. Tsole a incognita, tire a raiz positiva e simplifique.

5. Conserve o valor exato; aproxime apenas ao final, se necessario.

6. Verifique unidade, ordem dos lados e plausibilidade.

Para elaborar um problema, escolha um contexto que realmente produza perpendicularidade,
defina dados suficientes, estabeleca uma pergunta clara e resolva-o antes de apresenta-lo,
verificando se as medidas sdo possiveis.



14 Erros frequentes e controle de coeréncia

Erros que devem ser evitados

aplicar Pitagoras a qualquer triangulo sem angulo reto;

e tomar como hipotenusa um lado que nao é o maior;

e escrever a = b+ c ou a = Vb + /c;

o esquecer de elevar cada comprimento ao quadrado;

o manter a raiz negativa como medida;

o arredondar radicais antes do fim do calculo;

e comparar a com b+ ¢ em vez de comparar os quadrados;

o usar unidades diferentes na mesma equacao.

Conjectura 14.1: Afirmacao para testar

“Se conhecemos os trés lados de qualquer tridngulo, sempre podemos usar a? = b? + 2

Falsa. A igualdade caracteriza tridngulos retangulos. Para outros tridngulos, ela falha e a
comparagao dos quadrados informa se o maior angulo é agudo ou obtuso.

15 Exercicios de consolidacao

15.1 Bloco A — Conceitos

1. Defina triangulo retangulo, catetos e hipotenusa.

no

Enuncie o Teorema de Pitagoras em palavras e em simbolos.

@

Interprete a? = b* + ¢? por meio de 4reas.

e~

Por que a hipotenusa deve ser identificada antes da substituigao?

ot

Enuncie a reciproca do Teorema de Pitagoras.

S

Como classificar um triangulo comparando quadrados dos lados?

=

Defina terna pitagorica e dé dois exemplos.

1

Explique a diferenca entre valor exato e aproximagao decimal.

©w

Deduza a diagonal de um quadrado de lado ¢.
10. Deduza a féormula da distancia entre dois pontos.

11. Por que se escolhe a raiz positiva ao calcular um comprimento?

12. Explique por que \/z +y = /x + ,/y ¢ falsa em geral.



15.2 Bloco B — Calculo direto

10.
11.
12.

Calcule a hipotenusa de um tridngulo de catetos 6 e 8.

Calcule o cateto desconhecido quando a = 13 e o outro cateto mede 5.
Calcule a hipotenusa para catetos 7 e 24.

Calcule o cateto desconhecido quando a = 10 e o outro cateto mede 6.
Determine a diagonal de um quadrado de lado 9.

Determine a diagonal de um retangulo 5 x 12.

Determine altura e area de um triangulo equilatero de lado 10.
Calcule a distancia entre (1,2) e (7, 10).

Verifique se (9,12, 15) é uma terna pitagoérica.

Classifique o tridngulo de lados (4,5, 6).

Classifique o tridngulo de lados (3,4, 6).

Determine a diagonal espacial de um bloco 3 x 4 x 12.

15.3 Bloco C — Algebra e aplicagdes

S B2

10.

11.
12.

Os catetos medem x e  + 7, e a hipotenusa mede 17. Determine x.

. Um tridngulo retangulo is6sceles tem hipotenusa 10v/2. Determine os catetos.

Uma escada de 13 m alcanca 12 m de altura. Determine o afastamento da parede.

Um cabo de 25 m liga o topo de um mastro de 20 m ao chao. Determine a distancia
horizontal.

Uma rampa avanca 1 m e sobe 0,75 m. Determine seu comprimento.

A diagonal de um quadrado mede 14. Determine lado e area.

Um retangulo tem diagonal 25 e um lado 7. Determine o outro lado e a area.
Determine a distancia da origem ao ponto (—8,15).

Uma tela retangular mede 36 ¢m por 48 cm. Determine a diagonal.

Um terreno retangular de 30 m por 40 m sera atravessado pela diagonal. Qual economia
ha em relacao a percorrer dois lados consecutivos?

Um tridngulo retangulo tem hipotenusa 25 e cateto 15. Determine o outro cateto e a area.

Um aluno aproximou +/74 por 8,6 no inicio e elevou 8,6 ao quadrado. Explique a perda de
exatidao.

10



15.4 Bloco D — Analise e demonstracao

1. Demonstre Pitagoras por semelhanca e projegoes.

2. Demonstre Pitagoras pelo rearranjo de quatro tridngulos.

3. Demonstre a reciproca usando congruéncia LLL.

4. Demonstre a férmula da diagonal do quadrado.

5. Demonstre a férmula da altura do triangulo equilétero.

6. Demonstre a formula da distancia no plano cartesiano.

7. Verifique algebricamente a formula de Euclides para ternas pitagoricas.

8. Explique por que o critério de classificacao exige que a seja o maior lado.

16 Questoes de aprofundamento

1. Um triangulo retangulo tem perimetro 60 e lados proporcionais a 5 : 12 : 13. Determine os
lados e a érea.

2. Prove que as diagonais de um retangulo tém o mesmo comprimento.

3. Mostre que os pontos A = (0,0), B = (3,4) e C'= (7,1) formam um tridngulo retangulo e
identifique o vértice reto.

4. Demonstre que um triangulo retangulo isésceles com catetos inteiros nao pode ter hipotenusa
inteira.

5. Use p =5 e ¢ = 2 na féormula de Euclides; obtenha uma terna e verifique-a.

6. Uma folha retangular 20 x 30 sera cortada em linha reta entre vértices opostos. Compare
o comprimento exato do corte com 36 cm.

17 Avaliacao-sintese

1. Enuncie o Teorema de Pitagoras.

2. Identifique a hipotenusa em relagao ao angulo reto.

3. Calcule a hipotenusa para catetos 9 e 12.

4. Calcule um cateto quando a hipotenusa mede 17 e o outro cateto mede 8.
5. Verifique se (10, 24,26) forma tridngulo retangulo.

6. Classifique o tridngulo de lados (5,6, 8).

7. Determine a diagonal de um quadrado de lado 6.

8. Determine a distancia entre (—2,1) e (4,9).

11



9.
10.
11.

12.

Uma escada de 10 m estd a 6 m da parede. Qual altura alcanca?
Explique a reciproca do teorema.
Demonstre por areas a igualdade pitagorica.

Elabore um problema simples que use Pitagoras e apresente sua solucao.

18 Gabarito comentado

18.1 Bloco A

1.

10.
11.
12.

Tem um angulo de 90°; os lados adjacentes sao catetos e o oposto é a hipotenusa.

. O quadrado da hipotenusa é a soma dos quadrados dos catetos: a? = b? + c2.

A area do quadrado sobre a equivale a soma das areas dos quadrados sobre b e c.

. Porque somente o lado oposto ao angulo reto ocupa o termo isolado a?.

Se o quadrado do maior lado é a soma dos quadrados dos outros, o triangulo é retangulo.

Para o maior lado a: igualdade indica retdngulo; a® < soma indica acutangulo; a? > soma
indica obtusangulo.

Inteiros positivos com b? + ¢® = a?; exemplos: (3,4,5) e (5,12,13).

Exato preserva o valor, como v/74; aproximacao, como 8,60, depende da precisao escolhida.
d? =02 + (2, logo d = (/2.

Os deslocamentos horizontal e vertical sao catetos; Pitagoras produz a férmula.

Comprimentos sao positivos.

Contraexemplo: /9 + 16 = 5, enquanto /9 + /16 = 7.

18.2 Bloco B

—_

\)

a = /36 + 64 = 10.
b=+/169 — 25 = 12.
a = /49 + 576 = 25.

. b=+/100 — 36 = 8.

9v/2.
13.

h=5V3e A=25/3.
V6% 4+ 82 = 10.

12



9.
10.
11.

Sim: 92 + 12% = 81 4 144 = 225 = 152,
62 < 42 + 52: acutangulo.
62 > 32 + 42: obtusangulo.

32 +42 4+ 122 =13.

18.3 Bloco C

1.
2.
3.

10.
11.
12.

. N

22 + (z + 7)? = 289; x = 8 é a raiz positiva.
Se o cateto é x, 222 = 200, logo x = 10.

5 m.

15 m.

V12 40,752 = 1,25 m.
(=14//2=T7V2e A =98

Outro lado 24 e area 168.

17.

60 cm.

A diagonal mede 50 m; pelos lados, 70 m. Economia de 20 m.
Outro cateto 20 e area 150.

V74 ao quadrado é exatamente 74, mas 8,62 = 73,96; o arredondamento introduz erro.
Aproxima-se apenas ao final.

18.4 Bloco D

b =an, c

2 2 2

=am e m +n = a; somando, b? + ¢ = a?.
(b+ ¢)? = 4(bc/2) + a?; expandindo e cancelando 2bc, resulta a® = b? + 2.

Construa um retangulo com catetos b, ¢; sua hipotenusa é a. O tridngulo dado é congruente
a ele por LLL.

A diagonal forma catetos ¢, ¢: d? = 20

A altura divide a base em £/2; entao h? = (* — (£/2)? = 3(%/4.
Aplicar Pitdgoras aos deslocamentos |Az| e |Ay|.

(P* = ¢*)% + (2p0)* = (1* + ¢°)*.

O maior angulo se opde ao maior lado; é ele que pode ser reto ou obtuso e determina a
classificagao.

13



18.5 Questoes de aprofundamento

1. A soma das partes é 30, entao o fator é 2: lados 10, 24, 26 e area 120.

2. Cada diagonal é hipotenusa de um triangulo com os mesmos catetos x,y; ambas medem

3. AB*> =25 BC? =25 ¢ AC? = 50. Como AB?+ BC? = AC?, o triangulo é retdngulo em
B.

4. Se o cateto inteiro é n, a hipotenusa seria nv/2. Como /2 é irracional, esse produto nio é
inteiro para n > 0.

5. b =21, c =20, a = 29; 212 + 20? = 441 + 400 = 841 = 292

6. O corte mede v/20% + 302 = 10y/13 cm. Como 10v/13 = 36,06, é ligeiramente maior que
36 cm.

18.6 Avaliacao-sintese
1. Em tridngulo retangulo, a? = b? + %
2. E o lado oposto ao angulo de 90°.
3. 15.
4. 15.
5. Sim: 10% 4 24 = 100 + 576 = 676 = 26°.
6. 8 =64 > 5% + 62 = 61: obtusangulo.
7. 6V/2.
8. V62 + 8 = 10.
9. 8 m.
10. Se o quadrado do maior lado iguala a soma dos outros, o tridngulo ¢é retangulo.
11. Deve apresentar o quadrado de lado b+ ¢, quatro tridngulos e a igualdade (b+c)? = 2bc+a?.

12. Resposta pessoal. Deve haver perpendicularidade, dados suficientes, equagao correta e
unidade na resposta.

14



19 Resumo final

Sintese

o Em tridngulos retangulos, a® = b? + ¢2, com a oposto ao angulo reto.
o A igualdade admite demonstragoes por semelhanca e por rearranjo de areas.
o A reciproca reconhece triangulos retangulos.

2

o Comparar a? com b? + ¢? classifica o tridngulo.

o Ternas pitagoricas fornecem solugoes inteiras.
® dquadrado = E\/ﬁ € hequilétero = g\/g / 2.
« No plano, PQ = \/(Ax)Q + (Ay)%.

» Valores exatos devem ser preservados até a aproximacao final.

Pitagoras conecta forma, medida, algebra e distancia.
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