Fracoes e seus Significados

Curso de Matematica — 7° Ano

Objetivos da aula

Ao final deste modulo, o estudante devera ser capaz de:

1) compreender fracdo como parte de um todo;

2) compreender fragdo como quociente, isto é, como divisao;

3) compreender fragdo como razao entre grandezas;

4) compreender fracdo como medida na reta numérica,

5) compreender fragdo como operador de uma quantidade;

6) identificar numerador e denominador;

7) reconhecer fragoes proprias, impréprias, aparentes e niimeros mistos;

8) construir fragoes equivalentes;

9) simplificar fragoes;

10) comparar e ordenar fragoes;
11) resolver problemas envolvendo diferentes significados de fragao.
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1 Ideia central do capitulo

As fragoes surgem quando precisamos representar quantidades que nao sao necessariamente
inteiras.

Por exemplo:

« metade de uma pizza;

o trés quartos de um litro;

e duas partes de cinco;

o 3 chocolates divididos igualmente entre 4 pessoas;
e 20 alunos de uma turma de 30;

. % de 90 reais.

Em todos esses casos, usamos fracoes para representar relacoes entre partes, divisoes, medidas
ou comparagoes.

Resumo essencial

A ideia central deste capitulo é:

‘Uma fracao representa uma relagao entre dois niimeros inteiros. ‘

A forma geral de uma fracao é:

SRS

com b # 0.

2 O que é uma fracao?

Definicao 2.1: Fragao

Uma fracdo é uma escrita da forma:

a
67

em que a e b sdo nimeros inteiros e b # 0.

O nuimero a é chamado de numerador e o niimero b é chamado de denominador.

Na fracao:
3
5 )
temos:




3 é o numerador

5 é o denominador.

Definicao 2.2: Numerador

O numerador é o nimero que fica na parte de cima da fracao.
Ele indica quantas partes estao sendo consideradas.

Definicao 2.3: Denominador

O denominador é o nimero que fica na parte de baixo da fracao.
Ele indica em quantas partes iguais o inteiro foi dividido.

Na fracao:
4
7 )

o denominador 7 indica que o inteiro foi dividido em 7 partes iguais.
O numerador 4 indica que estamos considerando 4 dessas partes.

Atencao

O denominador de uma fracdo nunca pode ser zero.
Expressoes como:

3

0

nao tém significado matematico, pois nao existe divisao por zero.

3 Fracao como parte de um todo

Definicao 3.1: Fragdao como parte de um todo

Uma fragdo pode representar uma parte de um inteiro dividido em partes iguais.
Na fracao:

a
57

o denominador b indica em quantas partes iguais o todo foi dividido, e o numerador «a

indica quantas dessas partes foram escolhidas.

Exemplo

Se uma pizza foi dividida em 8 fatias iguais e uma pessoa comeu 3 fatias, a parte comida
é:




3

g.
O denominador 8 indica o total de partes iguais.
O numerador 3 indica quantas partes foram comidas.

Para uma fracao representar parte de um todo, é essencial que o todo esteja dividido
em partes iguais.

Se as partes nao forem iguais, a representacao fracionaria como parte de um todo nao é
correta.

Atencao

A figura abaixo nao representa corretamente %, pois as duas partes nao tém o mesmo
tamanho.

4 Fracao como quociente

Definicao 4.1: Fragdo como quociente

Uma fracdo também pode representar uma divisao.
A fracao:

Sall RS

representa a divisao:

a-—+b,

com b # 0.

Teorema 4.1: Toda fracao representa uma divisao

Para todo a € Z e todo b € Z, com b # 0, temos:

%za%b.

Exemplo

A fracao:




B~ w

pode ser lida como:

3+4.

Ou seja, significa dividir 3 unidades em 4 partes iguais.

Exemplo

Trés chocolates serao divididos igualmente entre quatro criangas. Quanto cada crianga
receberd?
A divisao é:

Em forma de fracao:

Logo, cada crianca recebera:

z de chocolate.

A fragdo como quociente é muito importante porque mostra que nem toda divisao
precisa ter resultado inteiro.
Por exemplo:

1+-2=

5 Fracao como medida

Definicao 5.1: Fragdo como medida

Uma fracao pode representar uma medida na reta numérica.
Nesse caso, a unidade é dividida em partes iguais, e a fragdo indica uma posi¢ao ou
comprimento.

A fracao:
g
5

pode representar o ponto que fica a 3 partes de 5 entre 0 e 1.




\4

vl @ ot

Na reta numérica, a fragao deixa de ser apenas uma parte pintada de uma figura. Ela
passa a representar um numero, isto é, uma posicao.

A fracao:
7
4
é maior que 1, pois:
7 3
—=1+-.
4 * 4

Na reta numérica, ela fica entre 1 e 2.

6 Fracao como razao

Definicao 6.1: Fragdao como razao

Uma fracao pode representar uma razao, isto é, uma comparacao entre duas quantidades.
A razao entre a e b, com b # 0, é:

| |

Exemplo

Em uma turma, h& 12 meninas e 18 meninos.
A razao entre o numero de meninas e o nimero de meninos é:

12
18
Simplificando:
12
18

Isso significa que, para cada 2 meninas, ha 3 meninos, mantendo a mesma proporcao.

Wl o

Exemplo

Uma receita usa 2 xicaras de farinha para 3 xicaras de leite.
A razao entre farinha e leite é:




2

3"
Isso nao significa necessariamente que ha um todo dividido em 3 partes. Aqui, a fracao
estd comparando duas grandezas.

Atencao

Na fracao como razao, nem sempre estamos falando de “partes de um mesmo todo”.
Por exemplo, a razao:

meninas
MENINOS
compara duas quantidades diferentes.

7 Fracao como operador

Definicao 7.1: Fracao como operador

Uma fragdo pode funcionar como um operador sobre uma quantidade.
Calcular:

a

—d

p 4@
significa dividir () em b partes iguais e tomar a dessas partes.
Teorema 7.1: Formula da fracao de uma quantidade
Para calcular:

a

—d

b € Q?
fazemos:

a

p @

Equivalentemente:
a a-Q
9=
Calcule:

2

— de 30.

g de

Primeiro, dividimos 30 por 5:
30+5=6.




Depois, tomamos 2 partes:
2-6=12.
Logo:
2
Calcule:
3
1 de 80.
80 +4 = 20.
3-20 =060
Logo:
3
1 de 80 = 60.

A fracao como operador aparece muito em problemas com:
 dinheiro;
e tempo;
o quantidade de pessoas;
e receitas;
o descontos;

o divisoes proporcionais.

8 Tipos de fracoes

Definicao 8.1: Fracao prépria

Uma fracao é chamada de prépria quando seu numerador é menor que seu denominador.
Nesse caso, a fragao representa um niimero menor que 1.




Exemplo
3 7

9 §7

sao fragoes proprias, pois o numerador é menor que o denominador.

2
)

S
]

Definicao 8.2: Fragao improépria
Uma fragdo é chamada de improépria quando seu numerador é maior que seu denominador.

Nesse caso, a fragao representa um nimero maior que 1.

Exemplo

—_
w

NN
ol ©

sao fragoes impréprias.

Definicao 8.3: Fragao aparente
Uma fragdo é chamada de aparente quando representa um ntmero inteiro.
Isso acontece quando o numerador é miltiplo do denominador.

Essas sao fragoes aparentes.

Definicao 8.4: Niimero misto
Um niimero misto é uma escrita formada por uma parte inteira e uma parte fracionaria.

Por exemplo:

Essa escrita significa:

[\
+
W =

Exemplo

A fracao impropria:

wl

pode ser escrita como nimero misto.

10



Como:

7+ 3 =2 com resto 1,

temos:

[GVRREN|
I
[\

Wl

Método

Para transformar uma fracao imprépria em ntimero misto:

1) divida o numerador pelo denominador;

2) o quociente serd a parte inteira;

)
)

3) o resto serd o novo numerador;
)

4) o denominador permanece o mesmo.

Transforme:
17
5
em numero misto.
Fazemos:
17 =5 = 3 com resto 2.
Logo:

Método

—_
Sl
I

o
ol b

Para transformar um nimero misto em fracao imprépria:
1) multiplique a parte inteira pelo denominador;
2) some o numerador;

3) mantenha o mesmo denominador.

Exemplo

Transforme:

em fragao impropria.

11



Multiplicamos:
4.3=12
Somamos o numerador:
12+ 2 = 14.
Mantemos o denominador 3:
2 14
4— = —.
3 3

9 Fracoes equivalentes

Definicao 9.1: Fragoes equivalentes

Duas fracoes sao equivalentes quando representam a mesma quantidade, a mesma medida
OU 0 mesmo numero.

As fragoes:

1 2 3 4
27 4 6 8
sao equivalentes, pois todas representam metade do inteiro.

Teorema 9.1: Construcao de fragoes equivalentes

Se multiplicarmos ou dividirmos o numerador e o denominador de uma fragao pelo mesmo
numero natural positivo, obtemos uma fragao equivalente.
Isto é, se k # 0, entao:

S
o

a_ar
b bk

S

Demonstracao intuitiva.

Multiplicar o numerador e o denominador pelo mesmo ntimero significa dividir o inteiro em
mais partes, mas escolher proporcionalmente mais partes também.

Por exemplo:



Na primeira fracao, o inteiro foi dividido em 2 partes e escolhemos 1.
Na segunda, o inteiro foi dividido em 4 partes e escolhemos 2.

A quantidade representada continua a mesma. []

Construa trés fragoes equivalentes a:

3
£
Multiplicando por 2:
d_ 0
5 10
Multiplicando por 3:
d_ 9
5 1B
Multiplicando por 4:
3 12
5 20
Logo:
f_0_ 8 _ A
5 10 15 20

Teorema 9.2: Teste de equivaléncia por produtos cruzados

Duas fragoes:

com b # 0 e d # 0, sdo equivalentes se:

Verifique se:

2 8
p— e JR—
3 12
sao equivalentes.
Calculamos os produtos cruzados:
2-12=24.
3-8=24.

Como os produtos sao iguais, as fragoes sao equivalentes:




10 Simplificacao de fracoes

Definicao 10.1: Simplificar uma fragao

Simplificar uma fracao significa encontrar uma fracao equivalente com numerador e deno-
minador menores.

Método

Para simplificar uma fragao:

1) encontre um divisor comum do numerador e do denominador;
2) divida numerador e denominador por esse mesmo divisor;

3) repita o processo até nao ser mais possivel simplificar.

Simplifique:
12
18
Podemos dividir numerador e denominador por 6:
12 12+6
18 186
12 2
18 3
Logo:
12 2
18 3

Definicao 10.2: Fracao irredutivel

Uma fragao é irredutivel quando o numerador e o denominador nao possuem divisor comum
maior que 1.
Em outras palavras, a fracao nao pode mais ser simplificada.

Teorema 10.1: Simplificacao pelo MDC

Para simplificar completamente uma fragao:

podemos dividir o numerador e o denominador por:

14



mdc(a, b).

Exemplo

Simplifique completamente:

45
60
Calculamos:
mdc(45,60) = 15.
Entao:
45 B 45 + 15
60 6015
49 _3
60 4
Logo:
9 _3
60 4

Simplificar uma fragdo nao altera o valor da fracdo. Apenas muda a forma de escrevé-la.

11 Comparacao de fragoes

Comparar fragoes significa descobrir qual é maior, menor ou se sao equivalentes.

11.1 Fracgoes com mesmo denominador

Teorema 11.1: Comparagao com mesmo denominador

Se duas fragdes possuem o mesmo denominador positivo, a maior fracao é aquela que
possui maior numerador.

Exemplo

Compare:
L
8 8

As fragoes tém o mesmo denominador.
Como:




5> 3,

entao:

| ot
\%
oo w

11.2 Fracoes com mesmo numerador

Teorema 11.2: Comparagao com mesmo numerador

Se duas fragoes positivas possuem o mesmo numerador, a maior fragdo é aquela que possui
menor denominador.

Exemplo

Compare:
3 3
- e -.
4 7

As duas fragoes tém numerador 3.
Como dividir o inteiro em 4 partes produz partes maiores do que dividir em 7 partes,

temos:

o
V
31w

Atencao

Quando o numerador é o mesmo, denominador maior significa partes menores.
Por isso:
1

<
10

N | —

11.3 Fracoes com denominadores diferentes

Método

Para comparar fracdes com denominadores diferentes, podemos:

1) encontrar fragdes equivalentes com o mesmo denominador;
2) comparar os numeradores;

3) ou usar produtos cruzados.

16



Compare:
2 3
- e -.
3 5
Usando produtos cruzados:
2-5=10
3:-3=09.
Como:
10 > 9,
entao:
2 - 3
375
Compare:
5 7
- e -—.
6 9
Usando produtos cruzados:
5-9 =45.
6-7=42.
Como:
45 > 42,
temos:
b 7
6 9

12 Ordenacao de fracoes
Para ordenar fragoes:

1) coloque todas com o mesmo denominador, ou;

2) transforme em fragoes equivalentes comparaveis, ou;

17



3) compare duas a duas usando produtos cruzados.
Coloque em ordem crescente:
1 3 2
27 4 3
Vamos usar denominador comum 12.
1 6
2 12
3 —
4 12
2 JR—
3 12
Agora ordenamos:
6_8_9
12 12 127
Logo:
1 - 2 - 3
2 3 4

13 Fracoes na reta numérica

Definicao 13.1: Representacao fracionaria na reta

Para representar uma fracao na reta numeérica, dividimos a unidade em partes iguais de
acordo com o denominador e marcamos a quantidade indicada pelo numerador.

Represente:
5
4

na reta numérica.
Como o denominador ¢ 4, dividimos cada unidade em 4 partes iguais.
A fragao:

W~ | Ot

significa 5 partes de tamanho ‘—11.
Como:

18



ela fica entre 1 e 2.

o
N
NI S
Blw 4+
— 4
INISN IS
v

Fragoes maiores que 1 aparecem a direita do nimero 1 na reta numérica.
Fragoes menores que 1 aparecem entre 0 e 1, quando sdo positivas.

14 Fracao, decimal e porcentagem

Toda fracao pode ser interpretada como uma divisao. Ao realizar essa divisao, podemos
obter uma representagao decimal.

1

—=1=+-2=0,5.

2 )
Como:

0,5 = 50%,

temos:

1—05—50‘7

2 0T

Fracdo Decimal Porcentagem

: 0,5 50%
1 0,25 25%
3 0,75 75%
: 0,2 20%
+ 0,1 10%




Nem toda fragao gera um decimal finito.
Por exemplo:

1—03333
5=0

Esse tipo de ntimero sera estudado com mais profundidade no moédulo de ntimeros
racionais.

15 Fluxograma de interpretacao

Leia a situacao
com fragao

O que a fragao
representa?’

Parte de um todo Razao ou comparacao
inteiro dividido em partes iguais entre quantidades

Y

{ Quociente

uma divisdo a ~ b

Y
{ Operador

fragdo de uma quantidade

16 Erros comuns

Erro 1: achar que o denominador indica quantas partes foram escolhidas.
Na fracao:

20



o 8 indica em quantas partes o inteiro foi dividido.
O 3 indica quantas partes foram escolhidas.

Atencao

Erro 2: comparar fragoes olhando apenas os nimeros.
Por exemplo, ¢ errado concluir que:

1 1
8§73
s6 porque 8 > 3.
Na verdade:
1 1
83

pois dividir em 8 partes gera partes menores do que dividir em 3 partes.

Atencao

Erro 3: simplificar apenas o numerador ou apenas o denominador.
Errado:

12 6
18 18’
Correto:
13_ 12+6_g
18 18=6 3

Sempre dividimos numerador e denominador pelo mesmo niimero.

Atencao

Erro 4: pensar que toda fragdo é menor que 1.
Fragoes como:

7

4

sao maiores que 1, pois o numerador é maior que o denominador.

Atencao

Erro 5: esquecer que as partes devem ser iguais.
Para representar uma fragdo como parte de um todo, as partes precisam ter o mesmo
tamanho.

21



17 Exercicios de fixacao

Exercicio 1

Em cada fragao, identifique o numerador e o denominador.

3 5 12 8
79 137 3

Exercicio 2

Uma barra de chocolate foi dividida em 10 partes iguais. Ana comeu 4 partes. Que
fracdo da barra Ana comeu?

Exercicio 3

Explique o significado da fragao:

B~ w

como:
a) parte de um todo;
b) quociente;

c¢) operador.

Exercicio 4

Classifique as fragdes em préprias, improprias ou aparentes.

2 9 12 7 15
5 4 67 9 5

Exercicio 5

Transforme em niimero misto.

Exercicio 6

Transforme em fracao impropria.

Exercicio 7

Escreva trés fragoes equivalentes a:

Wi N

22



Exercicio 8

Simplifique as fragoes.

8 15 18 36

12° 25 247 48

Exercicio 9

Compare usando >, < ou =.

ot NI ol w
Ol Wiy o>

Exercicio 10

Calcule:

de 40,

de 100,

de 72.

18 Correcao comentada

Corregao comentada

Exercicio 1.
Na fracao:
3
7’
o numerador é 3 e o denominador é 7.
Na fracao:
5
9 )
o numerador é 5 e o denominador é 9.
Na fracao:
12
13’
o numerador é 12 e o denominador é 13.

23



Na fracao:

w | co

o numerador é 8 e o denominador é 3.

Corregao comentada

Exercicio 2.
A barra foi dividida em 10 partes iguais.
Ana comeu 4 partes.
Portanto, a fragdo comida foi:
4
10
Essa fracao pode ser simplificada:
4 2
10 5
Logo, Ana comeu:
2
— da barra.
5

Corregao comentada

Exercicio 3.

a) Como parte de um todo, % significa que o inteiro foi dividido em 4 partes iguais e
foram consideradas 3 dessas partes.

b) Como quociente, 2 significa:
3+4.

¢) Como operador, % de uma quantidade significa dividir essa quantidade em 4 partes
iguais e tomar 3 partes.

Correcao comentada

Exercicio 4.
2
5
¢é prépria, pois 2 < 5.
9
4
¢ imprépria, pois 9 > 4.
12
6




é aparente, pois:

12
— =2
6
7
9
é propria, pois 7 < 9.
15
¢ aparente, pois:
15
— =3.
5

Corregao comentada

Exercicio 5.

7
3
Como:
7+ 3 =2 com resto 1,
temos:
7 1
- =2-.
3 3
Agora:
11
Como:
11 +4 = 2 com resto 3,
temos:
11 3
— =2-.
4 4
Por fim:
17
5
Como:
17 =5 = 3 com resto 2,
temos:
17 2
- —3=
5 5

25



Logo:

Correcao comentada

Exercicio 6.
Para transformar ntimero misto em fragao imprépria, multiplicamos a parte inteira pelo
denominador e somamos o numerador.

21_2-4+1_9
4 4 4
ﬁ_35+2_g
5 5 5
53_57+3_38
T 7T
Logo:
9 17 38
4 5 7

Corregao comentada

Exercicio 7.
Para construir fragdes equivalentes, multiplicamos numerador e denominador pelo
mesmo numero.

2 22 4
3 3-2 6
2 2-3 6
3 3.3 9
2 2.4 8
3 3.4 12
Logo:
2 4 6 8
3 6 9 12

Correcao comentada

Exercicio 8.

8 8=4 2
12 12+4 3
15 15+5 3
25 25+5 5

26



18 18+6 3
24 24+6 4
36 3612 3
48 48 =12 4
Logo:
2 3 3 3
37 5 4 4

Correcao comentada

Exercicio 9.
Primeira comparacao:

3 4

55
Como os denominadores sao iguais, comparamos os numeradores.
Como:

3 < 4,
temos:

3 - 4

5 5
Segunda comparacao:

2 2

7T 3

Os numeradores sao iguais. A maior fracao é aquela com menor denominador.
Como:

3 <7,
temos:

22

3° 7
Logo:

2_2

7 3
Terceira comparacao:

& 7

69
Usamos produtos cruzados:

5-9=45

27



6-7=42.
Como:
45 > 42,
temos:
5 - 7
6 9
Exercicio 10.
2
Primeiro:
40 =5 =28.
Depois:
2-8=16.
Logo:
2
Agora:
3
100 =4 = 25.
325 ="75.
Logo:
3
1 de 100 = 75.
Por fim:
5
— de 72.
5 e
72 +-6=12.
5-12 = 60.
Logo:

28



)
— de 72 = 60.
5 e

Portanto:

116, 75, 60.

19 Lista extra de treino

Exercicio 11

Represente com uma fragao:

a) b partes pintadas de um total de 12 partes iguais;

)

b) 7 alunos de uma turma de 28;

c¢) 3 litros divididos igualmente entre 5 pessoas;
)

d) 4 vitérias em 9 jogos.

Exercicio 12

Classifique as fragoes.

Exercicio 13

Transforme em niimero misto.

Exercicio 14

Transforme em fracao impropria.

Exercicio 15

Simplifique.

20 42 63 100
300 567 817 125
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Exercicio 16

Compare.

SIS
~1 ot
ool W
oo | Ut

Exercicio 17

Coloque em ordem crescente:

Exercicio 18

Calcule:

3 7 4
- — — 1.
5 de 60, 10 de 90, 5 de 8

Exercicio 19

Uma receita usa % de xicara de agtcar. Se a receita for dobrada, quanto agicar sera
usado?

Exercicio 20

Explique com suas palavras a diferenca entre fracdo como parte de um todo e fragao
€cOomo razao.

20 Sintese final

Resumo essencial

1. Forma geral de uma fracao

a
- b .
y 0#0

2. Numerador
Indica quantas partes sao consideradas.
3. Denominador
Indica em quantas partes iguais o inteiro foi dividido.
4. Fragao como parte de um todo
Representa partes iguais de um inteiro.
5. Fracao como quociente
a_ a-+b.

b
6. Fracdo como medida
Representa uma posi¢do ou comprimento na reta numérica.
7. Fracao como razao

30



Compara duas quantidades.
8. Fracao como operador

a a
pde@=5-0
9. Fragoes equivalentes
a_a-k
b bk

10. Simplificacao

Dividimos numerador e denominador pelo mesmo divisor comum.
11. Comparagao

Mesmo denominador: maior numerador indica maior fragao.
Mesmo numerador: menor denominador indica maior fracao.
Denominadores diferentes: use equivaléncia ou produtos cruzados.

Fim do modulo

Fragoes e seus significados
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