Simetrias

Curso de Matematica — 7° Ano

Objetivos da aula

Ao final deste médulo, o estudante devera ser capaz de:

1) compreender o conceito de simetria;

\)

reconhecer simetria em figuras do cotidiano;

w

identificar eixo de simetria;

S

reconhecer figuras com simetria axial;

ot

construir o simétrico de um ponto em relagao a uma reta;

D

construir o simétrico de uma figura em relagao a um eixo;

[© N

compreender simetria em relagdo a origem;

9

reconhecer simetria central;

10) reconhecer simetria de rotacao;
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) compreender simetria em relagdo aos eixos x e v;
)

)

)

) identificar quantos eixos de simetria algumas figuras planas possuem;
)

12) aplicar regras de coordenadas para obter imagens simétricas no plano cartesiano.
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1 Ideia central do capitulo

A ideia de simetria esta ligada a equilibrio, correspondéncia e regularidade.

Uma figura pode ser chamada de simétrica quando uma parte dela corresponde exatamente a
outra parte, de acordo com uma transformacao.

Por exemplo:

« uma borboleta possui simetria aproximada em relagao ao eixo central do corpo;
o um quadrado possui varios eixos de simetria;
o uma estrela pode ter simetria de rotagao;

e um ponto no plano cartesiano pode ter um ponto simétrico em relacao ao eixo x, ao
eixo y ou a origem.

Resumo essencial

A ideia central deste mdodulo é:

‘ Uma simetria transforma uma figura em outra mantendo forma e tamanho. ‘

Em muitos casos, a figura transformada coincide com a figura original.

2 O que é simetria?

Definicao 2.1: Simetria

Simetria é uma propriedade geométrica em que uma figura pode ser transformada de modo
que suas partes correspondam exatamente, mantendo forma e tamanho.

Exemplo

Um coragao desenhado de forma ideal pode ter simetria em relacdo a uma reta vertical.
Isso significa que, se dobrarmos a figura ao longo dessa reta, uma metade coincide com
a outra.




Na Matematica, a simetria é estudada de forma precisa. Nao basta a figura “parecer
equilibrada”; é preciso que exista uma correspondéncia exata entre seus pontos.

3 Simetria axial

Definicao 3.1: Simetria axial

Uma figura possui simetria axial quando existe uma reta que divide a figura em duas
partes que se correspondem exatamente por reflexao.
Essa reta ¢ chamada de eixo de simetria.

Definicao 3.2: Eixo de simetria

O eixo de simetria é a reta que divide uma figura em duas partes correspondentes, como
se uma parte fosse o reflexo da outra.

Exemplo

Um retangulo possui dois eixos de simetria:
e um eixo vertical que passa pelo centro;

e um eixo horizontal que passa pelo centro.

--------- R - - elxo

Teorema 3.1: Caracterizacao da simetria axial

Se uma figura possui simetria axial em relacao a uma reta r, entao cada ponto da figura
possui um ponto correspondente do outro lado da reta r, a mesma distancia dessa reta.

O eixo de simetria funciona como um espelho. Cada ponto da figura tem uma imagem
do outro lado do eixo, mantendo a mesma distancia.

Uma figura pode ter:

e nenhum eixo de simetria;
e um eixo de simetria;

e dois eixos de simetria;




e varios eixos de simetria;

« infinitos eixos de simetria, como no caso da circunferéncia.

4 Reflexao de um ponto em relacao a uma reta

Definicao 4.1: Pontos simétricos em relacao a uma reta

Dois pontos A e A’ sdo simétricos em relacdo a uma reta r quando:
1) o segmento AA’ é perpendicular & reta r;

2) a reta r passa pelo ponto médio do segmento AA’.
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Observacao

Na figura acima, A’ é o simétrico de A em relagao a reta r. A reta r é perpendicular ao
segmento AA’ e passa pelo seu ponto médio M.

Para construir o simétrico de um ponto em relagao a uma reta:

1) trace uma reta perpendicular ao eixo de simetria passando pelo ponto;

2) meca a distancia do ponto até o eixo;
4

)
)

3) marque do outro lado do eixo a mesma distancia;
)

o ponto marcado ¢ a imagem simétrica do ponto original.




5 Reflexao de uma figura

Definicao 5.1: Reflexdao de uma figura

Refletir uma figura em relagao a uma reta significa construir a imagem simétrica de todos
os seus pontos em relacao a essa reta.

Método

Para refletir um poligono em relagdo a um eixo:

1) reflita cada vértice do poligono;

2) marque as imagens dos vértices;
3) ligue os vértices transformados na mesma ordem;

4) compare a figura original com a figura refletida.

Exemplo

Considere o triangulo ABC'. Ao refletir seus vértices em relagao a reta r, obtemos os
pontos A’, B" e C'. Ligando esses pontos, obtemos o triangulo refletido A’B'C".

C/

Teorema 5.1: Reflexao preserva medidas

A reflexdo preserva distancias e angulos.
Portanto, uma figura refletida tem o mesmo tamanho e a mesma forma da figura original.

Observacao

A reflexdo muda a posicao e a orientagao da figura, mas nao muda suas medidas.



6 Figuras com eixos de simetria

Definicao 6.1: Figura simétrica em relagdo a um eixo

Uma figura é simétrica em relagao a um eixo quando sua reflexao em relagao a esse eixo
coincide exatamente com a propria figura.

Um quadrado possui 4 eixos de simetria:

e uma reta vertical passando pelo centro;
e uma reta horizontal passando pelo centro;

o duas diagonais.

quadrado: 4 eixos

Um triangulo equildtero possui 3 eixos de simetria.
Cada eixo passa por um vértice e pelo ponto médio do lado oposto.

triangulo equilatero: 3 eixos

Um circulo possui infinitos eixos de simetria, pois qualquer reta que passe pelo seu
centro divide o circulo em duas partes simétricas.




circulo: infinitos eixos

Figura Numero de eixos de simetria
Quadrado 4
Retangulo nao quadrado 2
Triangulo equilatero 3
Tridngulo isosceles nao equilatero 1
Triangulo escaleno 0
Losango nao quadrado 2
Paralelogramo comum 0

Circulo infinitos

Atencao

Nem todo quadrilatero possui eixo de simetria.
Um paralelogramo comum, por exemplo, geralmente nao possui eixo de simetria.

7 Simetria no plano cartesiano

No plano cartesiano, algumas simetrias podem ser descritas por regras simples usando
coordenadas.

Definicao 7.1: Simetria no plano cartesiano

Uma simetria no plano cartesiano é uma transformacao que leva pontos a pontos simétricos,
seguindo uma regra de coordenadas.

Resumo essencial

As trés simetrias principais no plano cartesiano sao:

simetria em relagao ao eixo z,

simetria em relacao ao eixo vy,

simetria em relagdo a origem.




8 Simetria em relacao ao eixo x

Teorema 8.1: Regra da simetria em relacao ao eixo x

A simetria em relagao ao eixo x transforma o ponto:

(z,9)

(LL', _y)'

Ou seja:

(.T,y) = (.’E, _y)

Exemplo

O simétrico de:

A=(4,3)

em relagao ao eixo x é:

A= (4,-3).

Exemplo

O simétrico de:

B = (-2,-5)

em relagao ao eixo x é:

B' = (-2,5).

Na simetria em relacao ao eixo x:
e a primeira coordenada fica igual;

e a segunda coordenada troca de sinal.




A
A=(4,3)
°
I
!
A = (4,-3)

9 Simetria em relacao ao eixo y

Teorema 9.1: Regra da simetria em relacao ao eixo y

A simetria em relacdo ao eixo y transforma o ponto:
(z,9)
em:
(—l', y) :
Ou seja:
(z,y) = (—z,y).

O simétrico de:

A=(5,-2)

em relagao ao eixo y é:
A = (-5,-2).

O simétrico de:

B =(-3,4)




em relacao ao eixo y é:

B' = (3,4).

Na simetria em relacao ao eixo y:

e a primeira coordenada troca de sinal;

« a segunda coordenada fica igual.

10 Simetria em relacao a origem

Definicao 10.1: Simetria central em relagcao a origem

A simetria em relagao a origem é uma transformacao que leva cada ponto ao ponto oposto
em relacgao a (0,0).

Teorema 10.1: Regra da simetria em relagao a origem

A simetria em relagdo a origem transforma o ponto:

(z,9)

em:

(—ZL‘, _y)'

Ou seja:

(xay) = (_'7;7 _y)‘
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Exemplo

O simétrico de:

em relagdo a origem é:

A = (=3,-2).

Exemplo

O simétrico de:

B = (—4,5)

em relagdo a origem é:

B' = (4,-5).

Na simetria em relagao a origem:
e a primeira coordenada troca de sinal;

e a segunda coordenada também troca de sinal.

Atencao

As regras de simetria no plano cartesiano sao parecidas, mas nao iguais:

Eixoz: (z,y) — (z,—y).

Eixoy: (2,9) = (—z,y).




Origem : (z,y) — (—z, —y).

11 Simetria central

Definicao 11.1: Simetria central

Uma figura possui simetria central em relacao a um ponto O quando, para cada ponto A

da figura, existe um ponto A’ da prépria figura tal que O é o ponto médio do segmento
AA'.

Definicao 11.2: Centro de simetria

O centro de simetria é o ponto em torno do qual uma figura possui simetria central.

Exemplo

Um paralelogramo possui simetria central em relagao ao ponto de encontro de suas
diagonais.

paralelogramo com centro de simetria

A simetria central equivale a uma rotagao de 180° em torno do centro de simetria.

Exemplo

O retangulo possui simetria central em relagdo ao seu centro.
O quadrado também possui simetria central em relacao ao seu centro.
Um triangulo equilatero nao possui simetria central.

Atencao

Ter eixo de simetria nao é a mesma coisa que ter centro de simetria.
Por exemplo:

e o tridngulo equildtero possui eixos de simetria, mas nao possui centro de simetria;

e 0 paralelogramo comum possui centro de simetria, mas nao possui eixo de simetria.




12 Simetria de rotacao

Definicao 12.1: Simetria de rotacao

Uma figura possui simetria de rotacao quando pode ser girada em torno de um ponto por
um angulo menor que 360° e coincidir novamente com ela mesma.

Definicao 12.2: Centro de rotagao

O centro de rotacao é o ponto em torno do qual a figura é girada.

Defini¢do 12.3: Angulo de rotacio

O angulo de rotagao ¢ a medida do giro realizado em torno do centro de rotagao.

Exemplo

Um quadrado possui simetria de rotacao.
Se girarmos um quadrado em torno de seu centro por:

90°, 180°, 270°, 360°,

ele coincide novamente com a posicao inicial.

:\90

quadrado

Definicao 12.4: Ordem de simetria de rotacao

A ordem de simetria de rotacao de uma figura é o nimero de vezes que ela coincide consigo
mesma durante uma volta completa de 360°.

Exemplo

Um quadrado possui ordem de rotacao 4, pois coincide consigo mesmo em:

90°, 180°, 270°, 360°.

Exemplo

Um triangulo equilatero possui ordem de rotagao 3, pois coincide consigo mesmo em:

120°, 240°, 360°.
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Figura Menor angulo de rotacdo Ordem de rotacao

Triangulo equilatero 120° 3
Quadrado 90° 4
Pentagono regular 72° 5
Hexagono regular 60° 6
Circulo qualquer angulo infinita

Teorema 12.1: Rotacao em poligonos regulares

Um poligono regular de n lados possui simetria de rotagao de ordem n.
O menor angulo positivo de rotacao é:

360°

Exemplo

| :

Um hexagono regular possui 6 lados.
Logo, sua ordem de rotacgao é:

O menor angulo de rotacao é:

13 Simetria em letras e objetos

A simetria também pode ser observada em letras, simbolos e objetos.

Exemplo

Algumas letras maitsculas podem ter eixo de simetria vertical:

A, H M, O, T, U V, W, X, Y

Dependendo da fonte usada, algumas dessas simetrias podem variar.

Exemplo

Algumas letras podem ter eixo de simetria horizontal:

B, C, D, E, H, I, O, X.

Novamente, isso depende do estilo da fonte.

15



Ao analisar simetria em letras, é importante considerar a forma geométrica da letra,
nao apenas seu nome.

Atencao

A simetria em objetos reais costuma ser aproximada. Na Matematica, normalmente
trabalhamos com simetria exata.

14 Simetria e poligonos regulares

Definicao 14.1: Poligono regular

Um poligono regular é um poligono que possui todos os lados com a mesma medida e
todos os angulos internos com a mesma medida.

Teorema 14.1: Eixos de simetria de poligonos regulares

Todo poligono regular de n lados possui n eixos de simetria.

Exemplo

Um triangulo equilatero é um poligono regular de 3 lados.
Logo, possui:

eixos de simetria.

Exemplo

Um quadrado é um poligono regular de 4 lados.
Logo, possui:

eixos de simetria.

Exemplo

Um hexagono regular é um poligono regular de 6 lados.
Logo, possui:

eixos de simetria.

Em poligonos regulares, a simetria é muito organizada. Por isso, essas figuras aparecem
bastante em mosaicos, azulejos, arquitetura e arte geométrica.
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15 Construcao de imagens simétricas no plano cartesi-
ano

Para construir a imagem simétrica de um poligono no plano cartesiano:

1) identifique as coordenadas dos vértices;

2) escolha a regra de simetria;

4

)
)
3) aplique a regra a cada vértice;
) marque os novos pontos;

)

5) ligue os novos pontos na mesma ordem.

Considere o triangulo:

A=(1,2), B=(42), C=(25)

Vamos obter sua imagem em relagdo ao eixo z.

A regra é:
([E,y) = (.T, _y)
Logo:
A= (1,-2),
B' = (4,-2),
C'=(2,-5).

Portanto, a imagem simétrica possui vértices:

A=(1,-2), B=4-2), C=(2-5).

Considere o quadrilatero:

A=(1,1), B=(@4,1), C=(43), D=(13).

Vamos obter sua imagem em relagdo a origem.
A regra é:

(xvy) = (_‘T7 _y)‘

Logo:



B = (—4,-1),
C' = (—4,-3),
D' = (-1,-3)

16 Fluxograma para resolver problemas de simetria

Leia o problema
ou observe a figura

Qual simetria
esta envolvida?

Simetria axial Simetria central
procure o eixo procure o centro

Se houver coordenadas,
escreva a regra

Y
Aplique a regra
a cada ponto ou vértice

Y
Compare a imagem
com a figura original

18



17 Erros comuns

Atencao

Erro 1: Confundir simetria em relacao ao eixo r com simetria em relagao ao
eixo y.
No eixo x:

(iL‘,y) = (.27, _y)'

No eixo y:

(Jf,y) = <_'T7y)'

Atencao

Erro 2: Trocar os dois sinais quando a simetria é em relagao a apenas um
eixo.

Na simetria em relagao ao eixo x, apenas o y troca de sinal.

Na simetria em relagao ao eixo y, apenas o x troca de sinal.

Atencao

Erro 3: Achar que toda figura equilibrada tem eixo de simetria.
Algumas figuras parecem equilibradas visualmente, mas nao possuem eixo de simetria
exato.

Atencao

Erro 4: Confundir simetria axial com simetria central.
Na simetria axial, ha um eixo.
Na simetria central, ha um centro.

Atencao

Erro 5: Ligar os vértices refletidos em ordem errada.
Ao refletir um poligono, os vértices transformados devem ser ligados na mesma ordem
dos vértices originais.

Atencao

Erro 6: Contar eixos de simetria em poligonos nao regulares como se fossem
regulares.
Um quadrado tem 4 eixos de simetria, mas um retangulo nao quadrado tem apenas 2.
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18 Exercicios de fixacao

Exercicio 1

Explique com suas palavras o que significa uma figura possuir simetria axial.

Exercicio 2

Diga quantos eixos de simetria possui cada figura.

a) Quadrado.

b) Retangulo nao quadrado.

)

)

c¢) Tridngulo equildtero.

d) Tridngulo escaleno.
)

e) Circulo.

Exercicio 3

Determine o simétrico de cada ponto em relagao ao eixo x.

A=(3,5), B=(-24), C=(1,-6), D=(-7,-3).

Exercicio 4

Determine o simétrico de cada ponto em relagao ao eixo y.

A=(3,5), B=(-24), C=(1,-6), D=(-7,-3).

Exercicio 5

Determine o simétrico de cada ponto em relacao a origem.

A=(3,5), B=(-24), C=(1,-6), D=(-7,-3).

Exercicio 6

Considere o triangulo:

A=(1,2), B=(42), C=(25).

Determine os vértices da imagem simétrica em relagdo ao eixo z.

Exercicio 7

Considere o triangulo:

A=(1,2), B=(4,2), C=(25)

Determine os vértices da imagem simétrica em relacao ao eixo y.
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Exercicio 8

Considere o triangulo:

A=(1,2), B=(42), C=(25).

Determine os vértices da imagem simétrica em relacao a origem.

Exercicio 9

Um poligono regular possui 8 lados.

a) Quantos eixos de simetria ele possui?
b) Qual é sua ordem de rotagao?

¢) Qual é o menor angulo positivo de rotagao que o faz coincidir consigo mesmo?

Exercicio 10

Explique a diferenca entre simetria axial e simetria central.

19 Correcao comentada

Corregao comentada

Exercicio 1.

Uma figura possui simetria axial quando existe uma reta que divide a figura em duas
partes correspondentes, como se uma parte fosse o reflexo da outra.

Essa reta é chamada de eixo de simetria.

Se dobrarmos a figura sobre esse eixo, uma parte deve coincidir exatamente com a outra.

Corregao comentada

Exercicio 2.

a) Um quadrado possui:

4
eixos de simetria.
b) Um retangulo ndo quadrado possui:
2
eixos de simetria.
¢) Um tridngulo equilatero possui:
3

eixos de simetria.
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d) Um triangulo escaleno possui:

eixos de simetria.

e) Um circulo possui infinitos eixos de simetria.

Correcao comentada

Exercicio 3.
Simetria em relagao ao eixo x:

(z,y) — (=, —y).
Entao:
A= (3,5)— A" = (3,-5).
B=(-2,4)— B' = (-2,-4).
C=(1,-6)— C"=(1,6).
D= (-7,-3)— D' =(-7,3).
Logo:

A =(3,-5), B =(-2-4), C=(1,6), D=(13)

Corregao comentada

Exercicio 4.
Simetria em relacao ao eixo y:

(l’,y) = (—l’,y)-

Entao:
A=(3,5)— A =(-3,5).
B =(-2,4) — B = (2,4).
C=(1,-6)—C" = (-1,-6).
D= (-7,-3)— D = (7,-3).
Logo:

A =(=3,5), B =(24), C =(-1,-6), D =(7,-3).
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Corregao comentada

Exercicio 5.
Simetria em relagao a origem:

(m,y) = (—l’, _y)'

Entao:
A=(3,5)— A =(-3,-5).
B=(-2,4) — B = (2,—4).
C=(1,-6)— C"=(-1,6).
D= (-7,-3)— D' = (7,3).
Logo:

A =(=3,-5), B =(2,-4), C'=(=1,6), D' =(7,3).

Correcao comentada

Exercicio 6.
O triangulo tem vértices:

A=(1,2), B=(42), C=(25).

A simetria em relagdo ao eixo x segue a regra:

(ZL‘,y) = (23, _y)'

Assim:
A'=(1,-2),
B' = (4,-2),
C'=(2,-5).
Logo:

A'=(1,-2), B =(4,-2), C=(2-5).

Correcao comentada

Exercicio 7.
A simetria em relagdo ao eixo y segue a regra:
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(Jf,y) = (—I,y).

Assim:
A=(1,2)— A' = (-1,2).
B=(4,2)w— B = (-4,2).
C=(2,5) — O = (=2,5).
Logo:

A =(=1,2), B =(-42), C=(-25).

Corregao comentada

Exercicio 8.
A simetria em relagdo a origem segue a regra:

(z,y) = (=, —y).

Assim:
A=(1,2)— A =(-1,-2).
B=(4,2) —» B = (—4,-2).
C=(2,5)—C" = (-2,-5).
Logo:

A =(-1,-2), B =(-4,-2), C =(-2,-5).

Correcao comentada

Exercicio 9.
Um poligono regular de n lados possui:

e n eixos de simetria;

o ordem de rotacgao n;

A ~ . [o}
« menor angulo de rotacdo igual a 3%

 °

Como o poligono possui 8 lados:

a) Ele possui:

eixos de simetria.

24



b) Sua ordem de rotagao é:

¢) O menor angulo positivo de rotagao é:

360°
8

= 45°.

Logo:

‘8eixos, ordem 8, 45°.

Correcao comentada

Exercicio 10.

Na simetria axial, existe uma reta chamada eixo de simetria. Os pontos de uma parte
da figura sao refletidos para o outro lado dessa reta, mantendo a mesma distancia do
eixo.

Na simetria central, existe um ponto chamado centro de simetria. Cada ponto da figura
possui um correspondente do outro lado do centro, e esse centro é o ponto médio entre
eles.

Assim:

simetria axial = eixo

simetria central = centro.

20 Lista extra de treino

Exercicio 11

Determine o simétrico dos pontos abaixo em relagao ao eixo x.

A=(-4,2), B=(6,—-1), C=(0,5), D=(=3,-7).

Exercicio 12

Determine o simétrico dos pontos abaixo em relacao ao eixo y.

A= (-4,2), B=(6,-1), C=(0,5), D=(-3,-7).

Exercicio 13

Determine o simétrico dos pontos abaixo em relacao a origem.

A=(-4,2), B=(6,—-1), C=(0,5), D= (=3,-7).




Exercicio 14

Considere o quadrilatero:

A=(L,1), B=(51), C=(53), D=(L3).

Determine a imagem do quadrilatero por simetria em relacao ao eixo x.

Exercicio 15

Considere o quadrilatero:

A=(1,1), B=(51), C=(53), D=(1,3).

Determine a imagem do quadrilatero por simetria em relagao ao eixo y.

Exercicio 16

Considere o quadrilatero:

A=(1,1), B=(51)., C=(53), D=(1,3).

Determine a imagem do quadrilatero por simetria em relacao a origem.

Exercicio 17

Quantos eixos de simetria possui um pentagono regular? Qual é sua ordem de rotagao?

Exercicio 18

Quantos eixos de simetria possui um hexagono regular? Qual é o menor angulo positivo
de rotagao que o faz coincidir consigo mesmo?

Exercicio 19

Dé um exemplo de figura que possui eixo de simetria, mas nao possui simetria central.

Exercicio 20

Dé um exemplo de figura que possui simetria central, mas nao possui eixo de simetria.

21 Sintese final

Resumo essencial

1. Simetria

E uma propriedade geométrica ligada & correspondéncia entre partes de uma figura.
2. Simetria axial

Existe uma reta chamada eixo de simetria.

eixo de simetria

divide a figura em duas partes correspondentes.
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3. Pontos simétricos em relagao a uma reta

O eixo é perpendicular ao segmento que une os pontos e passa pelo ponto médio desse

segmento.
4. Reflexao

E a transformacao que produz a imagem simétrica de uma figura.

5. Simetria em relacao ao eixo x

(:B?y) = (27, _y)'

6. Simetria em relagao ao eixo y

<I7y) = (—Z’,y).

7. Simetria em relagcao a origem

(z,y) = (=, —y).

8. Simetria central
Existe um ponto chamado centro de simetria.
9. Simetria de rotacao
A figura coincide consigo mesma apds um giro menor que 360°.
10. Poligono regular de n lados
Possui:
n eixos de simetria

e ordem de rotacao:

O menor angulo positivo de rotagao é:

360°

11. Ideia fundamental

Para estudar simetria, devemos identificar o eixo, o centro ou a regra de transformacao.

Fim do modulo

Simetrias
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