Poligonos Regulares

Curso de Matematica — 7° Ano

Objetivos da aula

Ao final deste modulo, o estudante devera ser capaz de:
1) reconhecer poligonos e seus elementos;
2) diferenciar poligonos regulares e nao regulares;

3) compreender que um poligono regular possui lados congruentes e dngulos congru-
entes;

nomear poligonos de acordo com o nimero de lados;

calcular a soma dos angulos internos de um poligono;

calcular a medida de cada angulo interno de um poligono regular;
calcular a soma dos angulos externos de um poligono;

calcular a medida de cada angulo externo de um poligono regular;

)
)
)
)
)
9) relacionar angulo interno e angulo externo;
) calcular o ntimero de diagonais de um poligono;
) calcular perimetro de poligonos regulares;
) reconhecer centro, raio e apdtema de um poligono regular;
) calcular area de poligonos regulares em situagoes simples;
)

identificar eixos de simetria e simetria de rotacao em poligonos regulares.
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1 Ideia central do capitulo

Um poligono regular é uma figura geométrica plana muito simétrica.

Por exemplo, um quadrado é um poligono regular, pois:

e seus quatro lados tém a mesma medida;

e seus quatro angulos internos tém a mesma medida.
Um triangulo equilatero também é um poligono regular, pois:

o seus trés lados sao iguais;

o seus trés angulos internos sao iguais.

Resumo essencial

A ideia central deste mdodulo é:

‘Um poligono regular tem todos os lados congruentes e todos os angulos congruentes. ‘

A partir disso, podemos calcular:
o angulos internos;
o angulos externos;
o diagonais;
e perimetro;
e Aarea;

e simetrias.

2 Revisao: o que é um poligono?

Definicao 2.1: Poligono

Um poligono é uma figura plana fechada formada por segmentos de reta.

Definicao 2.2: Elementos de um poligono

Os principais elementos de um poligono sao:

o vértices;
o lados;
« angulos internos;

o angulos externos;




o diagonais.

Exemplo

Na figura abaixo, temos um pentagono.

Ele possui:
e 5 lados;
o 5 vértices;

e 5 angulos internos.

Definicao 2.3: Poligono convexo

Um poligono é convexo quando todos os seus angulos internos sao menores que 180° e
qualquer segmento que liga dois pontos do poligono fica dentro dele.

Neste médulo, estudaremos principalmente poligonos regulares convexos.

3 Poligono regular

Definicao 3.1: Poligono regular

Um poligono regular é um poligono que possui:
e todos os lados com a mesma medida;

o todos os angulos internos com a mesma medida.

Definicao 3.2: Lados congruentes

Lados congruentes sao lados que possuem a mesma medida.

Definicao 3.3: Angulos congruentes

Angulos congruentes sao angulos que possuem a mesma medida.




Exemplo

O quadrado é um poligono regular porque seus quatro lados sdo congruentes e seus
quatro angulos internos sao congruentes.

Exemplo

Um retangulo que nao é quadrado nao é regular.
Ele possui os quatro angulos iguais, mas nem todos os lados tém a mesma medida.

Exemplo

Um losango que nao é quadrado nao é regular.
Ele possui os quatro lados iguais, mas nem todos os angulos internos tém a mesma
medida.

Atencao

Para um poligono ser regular, nao basta ter todos os lados iguais.
Também ¢é necessario ter todos os angulos internos iguais.

nao regular

regular nao regular

4 Nomes dos poligonos

Os poligonos sao nomeados de acordo com o nimero de lados.

Numero de lados Nome do poligono Se for regular
3 triangulo triangulo equilatero
4 quadrilatero quadrado
) pentagono pentagono regular
6 hexagono hexagono regular
7 heptagono heptagono regular
8 octégono octégono regular
9 eneagono eneagono regular
10 decédgono decagono regular
12 dodecagono dodecagono regular
n poligono de n lados  poligono regular de n lados




O tridngulo regular é chamado de triangulo equilatero.
O quadrilatero regular é chamado de quadrado.

Exemplo

Um poligono regular de 8 lados é um octdégono regular.

Exemplo

Um poligono regular de 12 lados é um dodecigono regular.

5 Exemplos visuais de poligonos regulares

3 lados 4 lados 5 lados 6 lados

Quanto maior o nimero de lados de um poligono regular, mais sua forma se aproxima
visualmente de uma circunferéncia.

6 Soma dos angulos internos

Teorema 6.1: Soma dos angulos internos de um poligono

A soma das medidas dos angulos internos de um poligono convexo de n lados é:

S; = (n —2) - 180°.

Essa férmula aparece porque um poligono de n lados pode ser dividido em n — 2
triangulos.
Cada triangulo possui soma dos angulos internos igual a 180°.




C D

pentagono dividido em 3 triangulos

Exemplo

Calcule a soma dos angulos internos de um hexagono.
Um hexagono tem:

n = 6.
Entao:
S; = (n—2)-180°.
S; = (6 —2) - 180°.
S; =4 -180° = 720°.
Logo:

S; = 720°.

Calcule a soma dos angulos internos de um decagono.
Um decdgono tem:

n = 10.
Entao:
S; = (10 — 2) - 180°.
S; = 8- 180° = 1440°.
Logo:




7 Angulo interno de um poligono regular

Em um poligono regular, todos os angulos internos tém a mesma medida.

Teorema 7.1: Angulo interno de um poligono regular

A medida de cada angulo interno de um poligono regular de n lados é:

4 - (n=2) 180°

n

Calcule a medida de cada angulo interno de um pentagono regular.
Um pentagono tem:

A soma dos angulos internos é:

S;=(5—2)-180° = 3-180° = 540°.
Como o pentagono ¢é regular, os 5 angulos sao iguais:

~540°

A
)

= 108°.

Logo:

A; = 108°.

Calcule a medida de cada angulo interno de um octégono regular.
Um octogono tem:

n=_8.
Entao:
A = (8 —=2)-180 '
8
6 - 180°
Ai = .
8
1 o
A; = 080 = 135°.
8
Logo:




Poligono regular n Cada angulo interno
Triangulo equildtero 3 60°
Quadrado 4 90°
Pentagono regular 5 108°
Hexéagono regular 6 120°
Octégono regular 8 135°
Decagono regular 10 144°

8 Angulos externos

Definicdo 8.1: Angulo externo de um poligono

Um angulo externo de um poligono é formado pelo prolongamento de um lado e pelo lado
adjacente.

Teorema 8.1: Soma dos angulos externos

A soma das medidas dos angulos externos de qualquer poligono convexo, tomando um
angulo externo em cada vértice, é:

360°.

Teorema 8.2: Angulo externo de um poligono regular

A medida de cada angulo externo de um poligono regular de n lados é:

360°
A, = .

Exemplo

| 3

Calcule a medida de cada angulo externo de um hexégono regular.
Um hexagono tem:

Entao:

Logo:




Exemplo

Calcule a medida de cada angulo externo de um decagono regular.
Um decdgono tem:

Entao:

A, = 360
10

= 36°.

Logo:

Teorema 8.3: Relacao entre angulo interno e externo

Em um poligono convexo, um angulo interno e o angulo externo adjacente a ele sao
suplementares.
Assim:

A+ A, = 180°.

Exemplo

Em um pentagono regular, o angulo externo mede:

~360°
5

Ae = T72°.

Logo, o angulo interno mede:

A; = 180° — 72° = 108°.

Resumo essencial

Em um poligono regular de n lados:

4, (n=2)-180°
n
4, 360
n
A+ A, = 180°

10



9 Diagonais de um poligono

Definicao 9.1: Diagonal

Uma diagonal de um poligono é um segmento que liga dois vértices ndo consecutivos.

Exemplo

No pentdgono abaixo, o segmento AC é uma diagonal, pois liga dois vértices nao
consecutivos.

diago

Teorema 9.1: Niimero de diagonais de um poligono

O nimero de diagonais de um poligono de n lados é:

n(n—3)‘
2

D=

De cada vértice, podemos tracar diagonais para todos os outros vértices, exceto:
e ele mesmo;
o os dois vértices vizinhos.

Assim, de cada vértice saem n — 3 diagonais.
Como cada diagonal seria contada duas vezes, dividimos por 2.

Calcule o niimero de diagonais de um hexégono.
Um hexédgono tem:

n = 6.
Entao:
D n(n —3)
2
D_ 6(6 —3)
2




(@)
|-
w

Logo:

Calcule o niimero de diagonais de um decégono.
Um decdgono tem:

n = 10.
Entao:
1 _
D 0(10 — 3)
2
10-7
D=——=35
2
Logo:
D =35

10 Perimetro de um poligono regular

Definicao 10.1: Perimetro

O perimetro de um poligono é a soma das medidas de todos os seus lados.

Teorema 10.1: Perimetro de um poligono regular

Se um poligono regular possui n lados e cada lado mede [, entdo seu perimetro é:

P=n-Il.

Um pentagono regular tem lado de 7 cm. Determine seu perimetro.
Como:

temos:

Logo:




Exemplo

Um octégono regular tem perimetro 96 cm. Determine a medida de cada lado.
Um octégono tem:

n=2~8
Como:
P=n-1,
temos:
96 = &I
[ =12.
Logo:

11 Centro, raio e ap6tema

Todo poligono regular pode ser associado a uma circunferéncia que passa por todos os seus
vértices.

Definicao 11.1: Centro de um poligono regular

O centro de um poligono regular é o ponto que fica a mesma distancia de todos os seus
vértices.

Definicao 11.2: Raio do poligono regular

O raio de um poligono regular é o segmento que liga o centro a um de seus vértices.

Definicao 11.3: Apdétema

O apdétema de um poligono regular é o segmento perpendicular que liga o centro ao ponto
médio de um lado.




O apdétema sempre é perpendicular ao lado correspondente e passa pelo ponto médio
desse lado.

Atencao

Nao confunda raio e apotema.

Raio: centro até vértice.

Apoétema: centro até ponto médio de um lado.

12 Area de um poligono regular

Um poligono regular pode ser dividido em triangulos congruentes, todos com vértice no centro.

hexagono dividido em 6 tridngulos congruentes

Teorema 12.1: Area de um poligono regular
Se um poligono regular tem perimetro P e apdtema a, entao sua area é:

_P'a
-

A

Essa formula vem da soma das areas dos triangulos formados ao ligar o centro aos
vértices do poligono.

Exemplo

Um hexagono regular possui perimetro 48 cm e apétema 7 cm. Determine sua area.
Usamos:

Substituindo:

14



48 -
o
2
A:@:168
2
Logo:
| A =168 cm?.|

Um poligono regular possui perimetro 60 m e apétema 4 m. Determine sua area.

sl )
2
60 - 4
A_
2
240
A= — =120.
. 0

Logo:

A =120 m?.

13 Angulo central de um poligono regular

Definicdo 13.1: Angulo central

O angulo central de um poligono regular é o angulo formado por dois raios que ligam o
centro a dois vértices consecutivos.

Teorema 13.1: Angulo central de um poligono regular

Em um poligono regular de n lados, cada angulo central mede:

A, = 360 .

n

No hexéagono regular:

Cada angulo central mede:




Exemplo

No octégono regular:

Cada angulo central mede:

Em um poligono regular, o angulo central tem a mesma medida do dngulo externo:

Acer:%O.

n

14 Simetrias em poligonos regulares

Poligonos regulares possuem simetrias muito organizadas.

Teorema 14.1: Eixos de simetria de poligonos regulares

Um poligono regular de n lados possui n eixos de simetria.

Exemplo

Um pentagono regular possui:

eixos de simetria.

Um octoégono regular possui:

eixos de simetria.




Teorema 14.2: Simetria de rotacao de poligonos regulares

Um poligono regular de n lados possui simetria de rotacao de ordem n.
O menor angulo positivo de rotagao que faz a figura coincidir consigo mesma é:

360°

n

Um hexégono regular possui ordem de rotagao 6.
O menor angulo de rotacao é:

Poligono regular n Eixos de simetria Menor rotagao

Triangulo equilatero 3 3 120°
Quadrado 4 4 90°
Pentagono regular 5 ) 72°
Hexagono regular 6 6 60°
Octégono regular 8 8 45°
Decagono regular 10 10 36°

15 Construcao de poligonos regulares

Para construir um poligono regular inscrito em uma circunferéncia:

1) desenhe uma circunferéncia;

2) divida a volta completa de 360° pelo nimero de lados n;

3) marque os pontos na circunferéncia separados por esse dngulo central;

4

Para construir um hexagono regular:

ligue os pontos consecutivos.

n==~6
O angulo central é:
360°
= 60°.
6

Portanto, marcamos 6 pontos igualmente espagados na circunferéncia e ligamos pontos

17



consecutivos.

A construcgao exata de alguns poligonos regulares com régua e compasso é um tema
mais avancado. Neste modulo, o foco esta na compreensao das propriedades.

16 Poligonos regulares e mosaicos

Definicao 16.1: Mosaico

Um mosaico é uma cobertura do plano feita com figuras que nao deixam espagos vazios
nem sobreposigoes.

Alguns poligonos regulares conseguem formar mosaicos sozinhos, como:
o triangulos equilateros;
e quadrados;

e hexagonos regulares.

Exemplo

O hexagono regular aparece em favos de mel porque consegue preencher o plano com
eficiéncia, sem deixar espacos entre as figuras.

Atencao

Nem todo poligono regular forma mosaico sozinho.
Por exemplo, pentdgonos regulares nao conseguem preencher o plano sozinhos sem
deixar espacos.

17 Problemas com poligonos regulares

18



Para resolver problemas com poligonos regulares:

1) identifique o niimero de lados n;

)

escolha a férmula adequada;

W

)
)
) substitua os valores conhecidos;
) resolva a equagao ou calculo;

)

5

Um poligono regular possui cada angulo externo medindo 45°. Quantos lados ele possui?
Usamos:

interprete a resposta.

A= 360 .
n
Como:
A, =45°,
temos:
360
45 = —
n
Multiplicando por n:
45n = 360.
Dividindo por 45:
n=38

Logo, o poligono possui:

E um octégono regular.

Um poligono regular possui cada angulo interno medindo 150°. Quantos lados ele

possui?
Como:
A, + A, = 180°,
temos:
A, = 180° — 150° = 30°.
Agora:




360°

A, = .
n

30 = 290,
n

30n = 360.
n = 12.

Logo, o poligono possui:

E um dodecdgono regular.

Um poligono regular possui 20 diagonais. Quantos lados ele possui?
Usamos:

n(n —3)
D =
2
Como D = 20:
n(n —3)
= 20.
5 0
Multiplicando por 2:
n(n — 3) = 40.

Testando valores naturais:

n=8=8(8—3)=8-5=40.
Logo:

O poligono é um octodgono.

18 Fluxograma de resolucao

20



Leia o problema
e identifique n

O problema envolve
angulos, diagonais
ou medidas?

Angulos: Medidas:
use S;, A;, Ae use P=mn-1
ou A= %
Diagonais:
use D = @
Y
‘( Substitua os valores W‘
'( e resolva J‘
Y
Verifique se a resposta
faz sentido

19 Erros comuns

Erro 1: Achar que todo poligono com lados iguais é regular.
Para ser regular, o poligono precisa ter:

o todos os lados iguais;

» todos os angulos iguais.

Erro 2: Confundir soma dos angulos internos com cada dngulo interno.
A soma dos angulos internos é:




S;=(n—2)-180°.
Cada angulo interno de um poligono regular é:

| 3

Atencao

Erro 3: Esquecer que a soma dos dngulos externos é sempre 360°.
Independentemente do niimero de lados:

Se = 360°.

Atencao

Erro 4: Confundir angulo externo com angulo central.
Em poligonos regulares, eles tém a mesma medida:

AeZAc=36O-
n

Mas sao angulos de naturezas diferentes.

Atencao

Erro 5: Usar a féormula de diagonais sem dividir por 2.
A formula correta é:

n(n —3)
5
A divisao por 2 evita contar cada diagonal duas vezes.

D=

Atencao

Erro 6: Confundir raio com apétema.
Raio: centro até vértice.
Apodtema: centro até ponto médio do lado, perpendicular ao lado.

20 Exercicios de fixacao
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Exercicio 1

Diga se as afirmacoes sao verdadeiras ou falsas.

a) Todo quadrado é um poligono regular.

b) Todo retangulo é um poligono regular.

¢) Todo tridngulo equildtero é um poligono regular.
)

d) Todo losango é um poligono regular.

Exercicio 2

Complete a tabela.

Nimero de lados | Nome do poligono

—_
|

Exercicio 3

Calcule a soma dos angulos internos de:

a) um pentagono;

o

um hexagono;

)
)
¢) um octégono;
d)

um decagono.

Exercicio 4

Calcule a medida de cada angulo interno de:

a) um quadrado;

C

)

b) um pentdgono regular;
) um hexdgono regular;
)

d

um octogono regular.

Exercicio 5

Calcule a medida de cada angulo externo de:

a) um tridngulo equildtero;

23



b) um quadrado;
¢) um hexdgono regular;

d) um decdgono regular.

Exercicio 6

Um poligono regular possui cada angulo externo medindo 30°. Quantos lados ele possui?

Exercicio 7

Um poligono regular possui cada angulo interno medindo 135°. Quantos lados ele
possui?

Exercicio 8
Calcule o niimero de diagonais de:
a) um pentagono;
b) um hexdgono;
¢) um octégono;
d)

um decagono.

Exercicio 9

Um heptagono regular tem lado de 9 cm. Determine seu perimetro.

Exercicio 10

Um poligono regular possui perimetro 72 cm e apotema 5 cm. Determine sua area.

21 Correcao comentada

Correcao comentada

Exercicio 1.

a) Todo quadrado é um poligono regular.

Verdadeiro. O quadrado possui todos os lados iguais e todos os angulos iguais.

b) Todo retangulo é um poligono regular.
Falso. Um retangulo nao quadrado possui angulos iguais, mas nao possui todos os
lados iguais.

¢) Todo tridngulo equilatero é um poligono regular.

Verdadeiro. Ele possui trés lados iguais e trés angulos iguais.

24



d) Todo losango é um poligono regular.

Falso. Um losango nao quadrado possui lados iguais, mas seus angulos nao sao
todos iguais.

Correcao comentada

Exercicio 2.

Numero de lados | Nome do poligono
3 triangulo
4 quadrilatero
D pentagono
6 hexagono
8 octogono
10 decagono

Correcao comentada

Exercicio 3.
Usamos:

Si = (’I’L - 2) - 180°.
a) Pentagono: n = 5.

S; = (5—2)-180° = 3 - 180° = 540°.

b) Hexdgono: n = 6.

S;=(6—2)-180° =4 -180° = 720°.
¢) Octégono: n = 8.

S; = (8—2)-180° = 6-180° = 1080°.

d) Decagono: n = 10.

S; = (10 —2) - 180° = 8 - 180° = 1440°.

Correcao comentada

Exercicio 4.
Usamos:




a) Quadrado: n = 4.

(4—2)-180°  360°

Ai = S 900.
4 4
b) Pentagono regular: n = 5.
(5—2)-180°  540°
A, = = — 108°.
) )
c) Hexdagono regular: n = 6.
4o (62180 700
6 6
d) Octégono regular: n = 8.
—2)-180°  1080°
A, = (8 ) - 180 _ 080 _ 1350,

8 8

Corregao comentada

Exercicio 5.

Usamos:
360°
A = .
n
a) Tridngulo equildtero: n = 3.
360°
A = = 120°
3
b) Quadrado: n = 4.
360°
A, = = 90°
4
¢) Hexdgono regular: n = 6.
360°
A, = = 60°
6
d) Decagono regular: n = 10.
360°
A = = 36°.
10

26



Corregao comentada

Exercicio 6.
Sabemos que:
360°
A, = .
n
Como:
A, = 30°,
temos:
360
30 =—.
n
30n = 360.
n=12.
Logo, o poligono possui:
12 lados.

Correcao comentada

Exercicio 7.
Sabemos que:

A; + A, = 180°.
Como:
A; = 135°,
temos:
A, = 180° — 135° = 45°.
Agora:
A = 360 .
n
45— 360
n
45n = 360.
n = 8&.

Logo, o poligono possui:

27



Corregao comentada

Exercicio 8.
Usamos:
D n(n — 3)
2
a) Pentdgono: n = 5.
p_5(6-3 52
2 2
b) Hexdgono: n = 6.
D:6(6—3):6 3:9
2 2
c) Octogono: n = 8.
D 8(8 — 3) _ 85 _ 90
2 2
d) Decéagono: n = 10.
10(10—3) 10-7
2 2

Correcao comentada

Exercicio 9.
Um heptagono possui:
n="7

Cada lado mede:

[=9cm.
O perimetro é:

P=n-l

P=7-9=63

Logo:

28



Corregao comentada

Exercicio 10.
A area de um poligono regular é:
. P-a
2
Como:
P=72 e a=5,
temos:
A 72-5
2
A= _150
2
Logo:
| A =180 cm?.

22 Lista extra de treino
Calcule a soma dos angulos internos de:
a) um heptagono;
b) um enedgono;

¢) um dodecédgono.

Exercicio 12

Calcule a medida de cada angulo interno de:

a) um tridngulo equilatero;
b) um heptdgono regular;

¢) um dodecigono regular.

Exercicio 13

Calcule a medida de cada angulo externo de:

a) um octdgono regular;
b) um dodecdgono regular;

¢) um poligono regular de 18 lados.




Exercicio 14

Um poligono regular possui cada angulo externo medindo 24°. Quantos lados ele possui?

Exercicio 15

Um poligono regular possui cada angulo interno medindo 156°. Quantos lados ele
possui?

Exercicio 16

Calcule o niimero de diagonais de um dodecagono.

Exercicio 17

Um poligono regular de 15 lados possui lado medindo 4 cm. Determine seu perimetro.

Exercicio 18

Um poligono regular possui perimetro 120 cm e 10 lados. Determine a medida de cada
lado.

Exercicio 19

Um poligono regular possui perimetro 90 m e apétema 8 m. Determine sua area.

Exercicio 20

Um poligono regular possui 9 lados.

a) Quantos eixos de simetria ele possui?
b) Qual é sua ordem de rotagao?

¢) Qual é o menor angulo positivo de rotagao?

23 Sintese final

Resumo essencial

1. Poligono regular
E um poligono que possui:

» todos os lados congruentes;
» todos os angulos internos congruentes.

2. Soma dos angulos internos
Para um poligono de n lados:

S; = (n—2) - 180°.

3. Cada angulo interno de um poligono regular
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4. Soma dos angulos externos

Se = 360°.
5. Cada angulo externo de um poligono regular

A, = 360 .

n

6. Relacao entre angulo interno e externo
A + A = 180°.
7. Diagonais

n(n—?))‘
2

D=

8. Perimetro de um poligono regular

P=n-I.
9. Area de um poligono regular
Se P é o perimetro e a é o apotema:
A P-a
2
10. Angulo central
360°
A, =
n

11. Simetrias
Um poligono regular de n lados possui:

n eixos de simetria

e simetria de rotagao de ordem:

12. Ideia fundamental

A regularidade permite calcular medidas e reconhecer simetrias com férmulas simples.

Fim do modulo

Poligonos Regulares
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